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第八讲 推理系统的
可靠性和完全性



内容提要

 推理系统的性质

 有效推理

 G’系统的可靠性和完全性

 G系统的可靠性

 G系统的完全性定理

 理论的协调性

 Hintikka集
 Henkin的完全性定理证明
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Part1- 推理系统的性质
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有效的推理 ⊨
 有效 validity

 推理过程在逻辑上是有正确性保障的

 无论外部世界如何变换（模型，结构，赋值），只要前
提是对的，那么结论就一定是对的

 有反例 counter-example

 推理过程存在逻辑链条的断裂

 可以找到一个具体的场景（模型，结构，赋值），使得
前提都被满足，但是结论没有一个是对的

 如果你考试满分且做完了家务，那么父母就带你去游乐园
或者给你买玩具。

2026/4/24 4



序贯的语义：有效与有反例
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两个推理系统

 系统1： A ⊢ B

 对于任意公式A，能够推出任意公式B

 推理能力很强，但是推理非常不可靠

 系统2： A ⊢ A

 对于任意公式A，只能够推导出其自身

 推理能力很弱，但是推理非常可靠
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推理系统的性质

 可靠性 soundness：推理过程不会出错

如果 Γ ⊢ Δ，那么 Γ ⊨ Δ

 完全性 completeness：推理能力没有缺陷

如果 Γ ⊨ Δ，那么 Γ ⊢ Δ
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Part2- G’系统的可靠性和完全性
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G’的有效性
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G’的完全性
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Part3- G系统的可靠性
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G公理的有效性
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G规则保持有效
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G系统的可靠性
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定理 4.11
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Part4- G系统的完全性定理
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形式逻辑的圣杯：完全性定理

如果完全性定理成立，意味着数学家可以仅仅通过符号推演，
就能够触及所有数学真理

 希尔伯特：形式逻辑是否足以捕捉所有的数学推理步骤？

 此处的形式逻辑是指一阶语言+Hilbert系统

 《理论逻辑基础》1928
 完全性定理的本质：

 模型存在定理：语法协调⟺语义可满足

 Γ⊢A：语法层面是无法推导出矛盾

 Γ⊨A：语义层面是存在可满足模型

 困难度：如果图纸没有违反标准，那么能够建造出宇宙
旅馆
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哥德尔完全性定理

 哥德尔完全性定理 Gödel's Completeness Theorem

对于一阶逻辑中的任何理论Γ和任意公式A，

如果Γ⊨A，那么Γ⊢A。

 证明思路：从一阶语言到命题逻辑的“归约”

 逆否命题：如果Γ⊢A不可证，那么Γ⊨A存在反例。

{Γ，¬A}可满足，而Γ∧¬A可满足和Γ⊨A不可同时成立

 构造公式Γ∧¬A的可满足模型

将公式转化为斯科伦范式 (定义7.6)
对斯科伦范式做Herbrand展开，将其转化为一个无穷
长的命题逻辑公式序列（定义7.13）

利用紧性定理（原型）证明该公式序列可满足2026/4/24 21



Henkin’s Proof
 证明Γ∧¬A可满足和Γ⊨A不可同时成立

 核心思想：利用协调集Γ，构造可满足模型

 Lindenbaum扩充：从Γ出发，构造一个“包含
所有命题”的极大协调集Ψ
对于任何问题A，Ψ均可以回答“是”或者
“否”

 消除模糊性：对于Ψ中所有使用了存在∃x(P(x))
的问题，引入新常量c替换x

 构造可满足模型：利用所有闭项 (由常元构造的
项，c, f(c),…)，组成论域
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Lindenbaum & Hintikka
 Lindenbaum引理

 任何协调的一阶语言公式集，均可以扩充为
一个极大协调集

 Lindenbaum-Tarski代数

A，¬¬A ，A ∧ (B ∨ ¬B)

 Hintikka集
 如果一个集合是向下饱和的 (downward 

saturated), 那么这个集合可满足

 如果 A∧B ∈ Γ ，那么A∈Γ且B∈Γ
 2005年罗尔夫ꞏ肖克奖得主
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Part4.1- 协调性
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协调性

2026/4/24 25



不协调集Incon(Γ)的特性
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协调集Con(Γ)的特性
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极大协调集
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极大协调集的判定(1)
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极大协调集的判定(2)
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极大协调集的语义结论
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协调性与可满足性
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协调性与可证
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Part4.2- Hintikka集及其可满足性
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Hintikka集-定义
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Hintikka集的可满足性
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下面我们来证明该定理.



项的等价关系
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Hintikka集的模型
(典范模型 Canonical Model)
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Part4.3- Henkin的完全性定理证明
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消除模糊性
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Lindenbaum扩充
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定理6.17的证明过程
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证明思路：

证明过程：

Lindenbaum引理
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Henkin集和Hentikka集
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模型存在定理
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完全性定理证明
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紧性定理
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