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前前前言言言

数理逻辑是用数学研究逻辑推理的一门学科，旨在为推理思维建立数学模

型.十九世纪中叶，数理逻辑作为一门科学就已存在，然而在二十世纪中叶，

它得到蓬勃发展(参见 Davis, M. (2001))，由于 Russell，Hilbert 和 Brouwer 的

三大学派的建立，数理逻辑迎来了一个新时代.1931年 Gödel “两个不完备定

理”的发表，1933年 Tarski 关于形式语言中“真”概念的发表，1934年Herbrand-

Gödel“一般递归函数”概念的发表，以及1936年Turing关于“判定性问题”的论文

使数理逻辑开始了一个更新的时代.

此后数理逻辑对数学基础、哲学和计算机科学都产生了重大影响.

本讲义主要介绍命题逻辑和一阶逻辑，这是非常重要的基础理论.为了学生

易学易懂，我们既介绍 Gentzen 系统，又介绍 Hilbert 系统.然后讲解数理逻辑

的四个基本定理：完全性定理，紧性定理，Hauptsatz 和 Herbrand 定理.我们

最后介绍了模态逻辑.

本讲义在南京大学已试用多年，许多同学对讲义内容和习题提出了大量宝

贵意见，在此作者表示衷心感谢.最后感谢我们的家人一直以来的支持和关心.

由于作者才疏学浅，讲义中一定存在不足和错误，希望读者批评指正.

作者

2016年于南京大学仙林校区
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第第第一一一讲讲讲 命命命题题题逻逻逻辑辑辑

命题逻辑（Propositional Logic）引入了逻辑联结词，是一种最基本的逻辑.

1.1 命命命题题题逻逻逻辑辑辑的的的语语语法法法

首先建立命题逻辑的语言

定定定义义义1.1 (字母表). 字母表由以下成份组成：

1. 命题符：P0, P1, P2,⋯, Pn,⋯, n ∈N，记 PS = {Pn ∣ n ∈N}

2. 联结词：¬，∧，∨，→

3. 辅助符：“(”，“)”

注：

1. 本讲义中，命题符之集 PS 为可数无穷集，i.e. ∣PS∣ = ℵ0.

2. 有些教科书还引入其他一些联结词，如 ↔ 等.

3. 为了表达更清楚，我们可再引入一些辅助符，如 [，] 等.

以下定义命题

定定定义义义1.2 (命题).

1. 命题符为命题；

2. 若 A，B 为命题，则 (¬A)，(A ∧B)，(A ∨B) 和 (A→ B) 为命题；
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3. 命题仅限于此.

用封包法也可定义命题：

令 C¬，C∧，C∨，C→ 为所有字母表符号串之集上的函数：

C¬(A) = (¬A)

C∗(A,B) = (A ∗B)

这里 ∗ ∈ {∧,∨,→}.

定定定义义义1.3 (命题集). 所有命题的集合 PROP 是满足以下条件的最小集合：

1. PS ⊆ PROP；

2. 若 A ∈ PROP，则 C¬(A) ∈ PROP；

3. 若 A,B ∈ PROP，则 C∧(A,B)，C∨(A,B) 和 C→(A,B) ∈ PROP；

即 PROP 为在函数 C¬，C∧，C∨ 和 C→ 下 PS 的归纳闭包.

引引引理理理1.4 (括号引理). 若 A 为命题，则 A 中所有左括号的个数等于右括号的个

数.

引引引理理理1.5. A ∈ PROP等价于存在有穷序列 A0,A1,⋯,An 使 A 为 An 且对任

何 i ≤ n，

或或或(a) Ai ∈ PS

或或或(b) 存在 k < i 使 Ai 为 (¬Ak)

或或或(c) 存在 k, l < i 使 Ai 为 (Ak ∗Al)，这里 ∗ 为 ∧，∨，→ 之一.

以上序列 A0,A1,⋯,An 被称为 A 的构造序列.

证明: 令 PROP ′ = {A ∣ 存在有穷序列 A0,A1,⋯,An 使 An为A 且对任何 i ≤

n 或 (a)Ai ∈ PS 或 (b) 存在 k < i 使 Ai 为 (¬Ak) 或 (c) 存在 k, l < i 使 Ai 为 (Ak∗

Al)，这里 ∗ 为 ∧,∨,→ 之一 }.欲证 PROP = PROP ′，只需证 (1) PROP ′ ⊆

PROP 和 (2) PROP ⊆ PROP ′.
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(1) 设A ∈ PROP ′，从而有A0,A1,⋯,An满足对任何 i ≤ n有 (a)或 (b)或 (c).对 i归

纳证明 Ai ∈ PROP .

奠奠奠基基基: i = 0，易见 A0 ∈ PS 从而 A0 ∈ PROP

归归归纳纳纳假假假设设设(I.H.): 设对任何 k < i 有 Ak ∈ PROP

归归归纳纳纳步步步骤骤骤: 对于i

情情情况况况(a): Ai ∈ PS 从而 Ai ∈ PROP

情情情况况况(b): Ai 为 (¬Ak)，这里 k < i，从而由 I.H.知 Ak ∈ PROP，因

此 Ai ∈ PROP

情情情况况况(c): Ai 为 (Ak ∗ Al)，这里 k, l < i，从而由 I.H.知 Ak,Al ∈

PROP，因此 Ai ∈ PROP

归纳完成，故 An ∈ PROP，因此 PROP ′ ⊆ PROP .

(2) 由于 PROP 为满足定义 1.3 中条件 (1)，(2) 和 (3) 的最小集合，故只

需证 PROP ′ 满足定义1.3中条件 (1)，(2) 和(3). 易见 PS ⊆ PROP ′，又

当 A,B ∈ PROP ′ 时 A,B 有构造序列 A0,A1,⋯,An 和 B0,B1,⋯,Bm，

从而 (¬A) 有构造序列 A0,A1,⋯,An, (¬A)，且 (A ∗ B) 有构造序

列 A0,A1,⋯,An,B0,B0,⋯,Bm, (A ∗B)，从而 PROP ′ 满足定义 1.3 中

的条件，故 PROP ⊆ PROP ′.

这样每个命题皆有构造过程，构造过程不一定唯一.若 A0,A1,⋯,An 为 A 的

最短构造过程，则称 n 为 A 的构造长度.下面常常会对 A 的结构作归纳证明一

些性质，事实上是对 A 的构造长度作归纳，而这是自然数上的归纳.

1.2 命命命题题题逻逻逻辑辑辑的的的语语语义义义

本节给出命题逻辑的语义以及定义命题的可满足性和永真性概念.

定定定义义义1.6. 令真值集 B = {T,F}，

• 联结词 ¬ 被解释为一元函数 H¬ ∶ B→ B；
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• 联结词 ∗ 被解释为二元函数 H∗ ∶ B2 → B，这里∗ ∈ {∧,∨,→}；

• H¬，H∧，H∨，H→ 定义如下：

P Q H¬(P ) H∧(P,Q) H∨(P,Q) H→(P,Q)

T T F T T T

T F F F T F

F T T F T T

F F T F F T

这就是所谓的真值表.

定定定义义义1.7 (命题的语义).

• v为一个赋值指它为函数 v ∶ PS → B，从而对任何命题符 Pi，v(Pi)为T或F.

• 对于任何赋值 v，定义 v̂ ∶ PROP → B 如下：

v̂(Pn) = v(Pn)，n ∈N；

v̂(¬A) =H¬(v̂(A))；

v̂(A ∗B) =H∗(v̂(A) ∗ v̂(B))，这里 ∗ ∈ {∧,∨,→}.

对于命题 A，它的解释 v̂(A) 为 T 或 F.

事实上，真值 v̂(A) 仅与 A 中出现的命题符有关.

设 A 为命题，令 FV (A) = { P ∈ PS ∣ P 出现于 A 中 }.

引引引理理理1.8. 设 A 为命题，v1, v2 为赋值，若 v1↾FV (A) = v2↾FV (A)，则 v̂1(A) =

v̂2(A).

证明: 设 v1↾FV (A) = v2↾FV (A)，即对于 P ∈ FV (A)，v1(P ) = v2(P ).以下

对 A 的结构作归纳证明 v̂1(A) = v̂2(A)...(*).

奠奠奠基基基: 当 A ∈ PS 时，易见 (*) 成立.

归归归纳纳纳假假假设设设(I.H.): 设 A为B，C 时 (*) 成立.

归归归纳纳纳步步步骤骤骤:
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情情情况况况¬ : A 为 ¬B，

v̂1(A) = v̂1(¬B) =H¬(v̂1(B))
I.H.= H¬(v̂2(B)) = v̂2(¬B) = v̂2(A)

情情情况况况∗ : ∗ ∈ {∧,∨,→}，A 为 B ∗C.

v̂1(A) = v̂1(B ∗C) =H∗(v̂1(B), v̂1(C))
I.H.= H∗(v̂2(B), v̂2(C))

= v̂2(B ∗C) = v̂2(A)

例例例1.1. 设 A 为 (¬((P → Q) ∧ (Q → P )))，v 为赋值且 P,Q ∈ PS.若 v(P ) =

T, v(Q) = F，则计算 v̂(A) 如下表：

P Q P → Q Q→ P (P → Q) ∧ (Q→ P ) A

T F F T F T

定定定义义义1.9. 设 A 为命题，v 为赋值.

1. v 满足 A，记为 v ⊧ A，指 v̂(A) = T；

2. A 为永真式 (tautology)，记为 ⊧ A，指对任何 v 有 v̂(A) = T；

3. A 可满足指有 v 使 v ⊧ A；

4. 设 Γ 为命题集，A 为 Γ 的语义结论，记为 Γ ⊧ A，指对所有 v，若对任

何 B ∈ Γ 有 v̂(B) = T 则 v̂(A) = T .

例例例1.2. A→ A，¬¬A→ A，(A ∧B)→ (B ∧A) 为永真式.

例例例1.3. 证明(A→ B)→ (¬B → ¬A) 为永真式.

证明: 用下列的真值表法
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A B (A→ B)→ (¬B → ¬A)

T T T

T F T

F T T

F F T

注意 ⊧ 不是该语言中的符号，而是在上层语言 (meta-language) 中.在上层

语言中，人们也需要用联结词如 iff，not，and，or，imply 等，例如我们有

• v ⊧ ¬A iff not v ⊧ A

• v ⊧ (A ∧B) iff (v ⊧ A) and (v ⊧ B)

• v ⊧ (A ∨B) iff (v ⊧ A) or (v ⊧ B)

• v ⊧ (A→ B) iff (v ⊧ A) implies (v ⊧ B)

下面我们讨论联结词的独立性.

定定定义义义1.10. 设 A 为命题，FV (A) = {Q1,⋯,Qn}.n 元函数 HA ∶ Bn ↦ B 定

义如下：对于任何 (a1,⋯, an) ∈ Bn，HA(a1,⋯, an) = v̂(A)，这里赋值 v 满

足 v(Qi) = ai(1 ≤ i ≤ n). 下面称 f ∶ Bn ↦ B 为 n 元真值函数，称 HA 为

由 A 定义的真值函数.

例例例1.4. 设 A 为 (P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧Q)，由下列真值表知 HA ∶ B2 ↦ B 为不可兼

或运算.

P Q A HA(P,Q)

T T F F

T F T T

F T T T

F F F F

由 A 可定义真值函数 HA，反之给定真值函数 f ∶ Bn ↦ B，是否存在命

题 A 使 f =HA ？回答是肯定的.

我们先引入一些术语.
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定定定义义义1.11.

1. 命题 A 为析合范式 (∨∧-nf) 指 A 呈形
m

⋁
i=1
(

n

⋀
k=1

Pi,k)，这里 Pi,k 为命题符

或命题符的否定(即呈形 ¬Pi).

2. 命题 A 为合析范式 (∧∨-nf) 指 A 呈形
l

⋀
j=1
(

n

⋁
k=1

Qj,k)，这里 Qj,k 为命题符

或命题符的否定.

以上

•
n

⋀
k=1

Bk 为 (. . . (((B1 ∧B2) ∧B3) . . . ∧Bn) . . .) 的简写；

•
n

⋁
k=1

Bk 为 (. . . (((B1 ∨B2) ∨B3) . . . ∨Bn) . . .) 的简写.

定定定理理理1.12. 设 f ∶ Bn ↦ B.

1. 存在命题 A 其为 ∨∧-nf 使 f =HA；

2. 存在命题A′ 其为 ∧∨-nf 使 f =HA′ .

证明: 设f ∶ Bn ↦ B，令

• Tf = {(x1,⋯, xn) ∈ Bn ∣ f(x1,⋯, xn) = T}

• Ff = {(x1,⋯, xn) ∈ Bn ∣ f(x1,⋯, xn) = F}

∵ Tf 和 Ff 皆为有穷集，∴ 可设

• Tf = {(ai1,⋯, ain) ∈ Bn ∣ 1 ≤ i ≤m}

• Ff = {(bj1,⋯, bjn) ∈ Bn ∣ 1 ≤ j ≤ l}

这里 m + l = 2n. 令

P ∗
i,k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Pk, 若 aik = T,

¬Pk, 若 aik = F.

A =
m

⋁
i=1
(

n

⋀
k=1

P ∗
i,k)
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又令

Q∗
j,k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

¬Pk, 若 bjk = T,

Pk, 若 bjk = F.

A′ =
l

⋀
j=1
(

n

⋁
k=1

Q∗
jk)

易见 FV (A) = {P1, P2, . . . , Pn}.

欲证 HA = f，

只需证 令 v(Pi) = xi，我们有 f(x1, . . . , xn) = v̂(A)

只需证 v̂(A) = T iff (x1, . . . , xn) ∈ Tf，i.e. v ⊧ A iff (x1, . . . , xn) ∈ Tf
∵

v ⊧ A iff v ⊧
m

⋁
i=1
(

n

⋀
k=1

P ∗
i,k)

iff 有 i ≤m 使 v ⊧ (
n

⋀
k=1

P ∗
i,k)

iff 有 i ≤m 使 对所有 k ≤ n 有 v ⊧ P ∗
i,k

iff 有 i ≤m 使 对所有 k ≤ n 有 v̂(P ∗
i,k) = T

iff 有 i ≤m 使 对所有 k ≤ n 有 v(Pk) = aik

iff 有 i ≤m 使 对所有 k ≤ n 有 xk = aik

iff 有 i ≤m 使 (x1, . . . , xn) = (ai1, . . . , ain)

iff (x1, . . . , xn) ∈ Tf

∴ HA = f，同理可证 HA′ = f .

例例例1.5. 求 ((P ∧Q)→ R) ∧ P 的 ∧∨-nf 和 ∨∧-nf.

解: 不妨设 P,Q,R ∈ PS

先计算出下列真值表
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P Q R ((P ∧Q)→ R) ∧ P ∨∧-nf ∧∨-nf

T T T T P ∧Q ∧R

T T F F ¬P ∨ ¬Q ∨R

T F T T P ∧ ¬Q ∧R

T F F T P ∧ ¬Q ∧ ¬R

F T T F P ∨ ¬Q ∨ ¬R

F T F F P ∨ ¬Q ∨R

F F T F P ∨Q ∨ ¬R

F F F F P ∨Q ∨R

它的 ∨∧-nf:

(P ∧Q ∧R) ∨ (P ∧ ¬Q ∧R) ∨ (P ∧ ¬Q ∧ ¬R)

它的 ∧∨-nf:

(¬P ∨ ¬Q ∨R) ∧ (P ∨ ¬Q ∨ ¬R) ∧ (P ∨ ¬Q ∨R) ∧ (P ∨Q ∨ ¬R) ∧ (P ∨Q ∨R)

◻

定定定义义义1.13. 设 A，B 为命题，A 与 B 逻辑等价，记为 A ≃ B，指对任何赋

值 v，

v ⊧ A iff v ⊧ B

命命命题题题1.14.

1. A ≃ A；

2. 若 A ≃ B，则 B ≃ A；

3. 若 A ≃ B 且 B ≃ C，则 A ≃ C；

4. 若 A ≃ B，则 (¬A) ≃ (¬B)；

5. 若 A1 ≃ B1 且 A2 ≃ B2，则

(A1 ∗A2) ≃ (B1 ∗B2)

10



这里 ∗ ∈ {∧,∨,→}

证明留作习题.

命命命题题题1.15. 设 FV (A ∧B) = {Q1,⋯,Qn} 且 HA ∶ Bn ↦ B，HB ∶ Bn ↦ B. 我们

有 A ≃ B iff HA =HB.

命命命题题题1.16. 若 A 为命题，则存在 ∧∨-nf B 和 ∨∧-nf B′ 使 A ≃ B 且 A ≃ B′，这

时称 B 和 B′ 分别为 A 的 ∧∨-nf 和 ∨∧-nf.

证明: 由定理 1.12 和命题 1.15 即得.

由定理 1.12 知，对于任何 n 元真值函数 f，存在命题 A 其中仅用联结

词 ¬，∧，∨ 使 f =HA.这就说明 {¬,∧,∨} 是所谓联结词的函数完全组.又由于

• A ∧B ≃ ¬(¬A ∨ ¬B)

• A ∨B ≃ ¬(¬A ∧ ¬B)

故 {¬,∧}，{¬,∨}，{¬,→} 亦为联结词的函数完全组.

例例例1.6. 求 ¬((P ∧Q)→ R) 的 ∧∨-nf 和 ∨∧-nf.

解:

∵ ¬((P ∧Q)→ R)

≃ ¬(¬(P ∧Q) ∨R)

≃ ¬((¬P ∨ ¬Q) ∨R)

≃ ¬(¬P ∨ ¬Q ∨R)

≃ (¬¬P ) ∧ (¬¬Q) ∧ ¬R

≃ P ∧Q ∧ ¬R

∴P ∧Q ∧ ¬R 既为原式的 ∧∨-nf 又为 ∨∧-nf.

◻
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1.3 自自自然然然推推推理理理系系系统统统及及及其其其性性性质质质

定定定义义义1.17. 一个 矢列 是一个二元组 (Γ,∆)，记为 Γ ⊢ ∆，这里 Γ,∆ 为命题的

有穷集合（可为空），称 Γ 为前件，∆ 为后件.命题逻辑的自然推理系统 G′ 由

以下公理和规则组成，Γ,∆,Λ,Θ 表示任何命题有穷集合，A,B 表示任何命

题，Γ,A,∆为集合 Γ ∪ {A} ∪∆ 的简写.

• 公理：

Γ,A,∆ ⊢ Λ,A,Θ

• 规则：

¬L ∶ Γ,∆ ⊢ Λ,A
Γ,¬A,∆ ⊢ Λ

¬R ∶ Γ,A ⊢ Λ,Θ
Γ ⊢ Λ,¬A,Θ

∨L ∶ Γ,A,∆ ⊢ Λ Γ,B,∆ ⊢ Λ
Γ,A ∨B,∆ ⊢ Λ

∨R ∶ Γ ⊢ Λ,A,B,Θ
Γ ⊢ Λ,A ∨B,Θ

∧L ∶ Γ,A,B,∆ ⊢ Λ
Γ,A ∧B,∆ ⊢ Λ

∧R ∶ Γ ⊢ Λ,A,Θ Γ ⊢ Λ,B,Θ
Γ ⊢ Λ,A ∧B,Θ

→ L ∶ Γ,∆ ⊢ A,Λ Γ,B,∆ ⊢ Λ
Γ,A→ B,∆ ⊢ Λ

→ R ∶ Γ,A ⊢ Λ,B,Θ
Γ ⊢ Λ,A→ B,Θ

Cut:
Γ ⊢ Λ,A ∆,A ⊢ Θ

Γ,∆ ⊢ Λ,Θ

系统G′中只有一条公理，有多条规则，每条规则都有名称，呈形
S′

S
或

S1, S2

S
，

这可以被看作树

或
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规则的上矢列S1, S2 被称为前提，下矢列S 被称为结论.G′ 中规则被称为推

理规则，规则中被作用的命题被称为主命题，而不变的命题被称为辅命题.

每个公理和规则是模式（schema），它们可有无穷多个实例.

例例例1.7.
A,B ⊢ P,D Q,A,B ⊢D

A,P → Q,B ⊢D
为 → L 的实例.

定定定义义义1.18. 设 Γ 为 {A1,A2,⋯,Am}，∆ 为 {B1,B2,⋯,Bn}，

1. Γ ⊢ ∆ 有反例（falsifiable）指存在赋值 v 使 v ⊧ (A1 ∧⋯ ∧Am) ∧ (¬B1 ∧

⋯ ∧ ¬Bn) 这时称 v 反驳 Γ ⊢∆.

2. Γ ⊢∆有效（valid）指对任何赋值 v，v ⊧ (A1 ∧⋯∧Am)→ (B1 ∨B2 ∨⋯∨

Bn) 这时称 v 满足 Γ ⊢∆.

3. Γ ⊢∆ 有效也被记为 Γ ⊧∆.

4. 当m = 0时，⊢ B1,⋯,Bn有反例指 (¬B1∧⋯∧¬Bn)可满足；⊢ B1,⋯,Bn有

效指 (B1 ∨⋯ ∨Bn) 永真.

5. 当 n = 0时，A1,⋯,An ⊢有反例指 (A1∧⋯∧Am)可满足；A1,⋯,Am ⊢有

效指 (A1 ∧⋯ ∧Am) 不可满足.

6. 约定 { } ⊢ { } 非有效.

命命命题题题1.19. Γ ⊢∆ 有效 iff Γ ⊢∆ 无反例.

引引引理理理1.20. 对于 G′ 系统的每条异于 Cut 的规则，

1. 赋值 v 反驳规则的结论 iff v 至少反驳规则的一个前提；

2. v 满足规则的结论 iff v 满足规则的所有前提.

3. 对于 G′ 中的每条异于 Cut 的规则，每个前提有效 iff 结论有效.

证明留作习题.

注：若 v 反驳 Cut 的结论，则 v 至少反驳 Cut 的一个前提，反之不然.

反例：

P1 ⊢ P2 P2 ⊢ P3

P1 ⊢ P3
Cut

取 v(P1) = v(P3) = T，v(P2) = F 即可.
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定定定义义义1.21. 设 Γ ⊢ Λ 为 矢列，树 T 为 Γ ⊢ Λ 的证明树指

1. 当 Γ ⊢ Λ 为 G′ 公理，以 Γ ⊢ Λ 为节点的单点树 T 为其证明树.

2. 当
Γ′ ⊢ Λ′

Γ ⊢ Λ
为 G′ 规则，若 T ′ 为 Γ′ ⊢ Λ′ 的证明树，则树 T :

           �            Ǒ  ! Ǒ !  !!" Ǒ     Ǒ #! #! Ǒ   ! "
Γ ⊢ Λ

Ǒ     Ǒ !  !  !
Γ ⊢ Λ

Γ
′
⊢ Λ

′

T
′ Ǒ!   ! " Ǒ     ! Ǒ !  

!   ! Ǒ !  !        Ǒ    ! "!!! !  ! !!!   
    

为 Γ ⊢ Λ 的证明树.

3. 当
Γ1 ⊢ Λ1 Γ1 ⊢ Λ2

Γ ⊢ Λ
为 G′ 规则，若Ti 为 Γi ⊢ Λi 的证明树 (i = 1,2)，则

树 T :

           �            Ǒ  ! Ǒ !  !!" Ǒ     Ǒ #! #! Ǒ   ! " Ǒ     Ǒ !  !  !
Ǒ!   ! " Ǒ     ! Ǒ !  

!   ! T: Γ ⊢ Λ

Γ1 ⊢ Λ1

T1

Γ2 ⊢ Λ2

T2 Ǒ !  !        Ǒ    ! "!!! !  ! !!!   
    

为 Γ ⊢ Λ 的证明树.

定定定义义义1.22. 设 Γ ⊢ Λ 为 矢列，Γ ⊢ Λ 可证（provable）指存在 Γ ⊢ Λ 的证明树.

例例例1.8. 证明

1. ⊢ A→ A

2. ⊢ A ∨ ¬A

3. ⊢ ¬(A ∧ ¬A)

可证.
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证明:

1.

A ⊢ A
⊢ A→ A

→ R

2.

A ⊢ A
⊢ A,¬A

¬R

⊢ A ∨ ¬A
∨R

3.

A ⊢ A
A,¬A ⊢

¬L

A ∧ ¬A ⊢
∧L

⊢ ¬(A ∧ ¬A)
¬R

定定定理理理1.23 (G′ 的 Soundness). 若 Γ ⊢∆ 在 G′ 中可证，则 Γ ⊢∆ 有效.

证明: 下面对 Γ ⊢∆的证明树的结构归纳证明 Γ ⊢∆有效，即 Γ ⊧∆. Γ ⊢∆为

公理，易见 Γ ⊧∆.先设下面的 (R1) 和 (R2) 不是规则 Cut.

情情情形形形1:
Γ1 ⊢∆1

Γ ⊢∆
(R1)

由 I.H.知 Γ1 ⊧∆1，从而由引理 1.20 知 Γ ⊧∆.

情情情形形形2:
Γ1 ⊢∆1 Γ2 ⊢∆2

Γ ⊢∆
(R2)

由 I.H. 知Γ1 ⊧∆1，Γ1 ⊧∆1，从而由引理 1.20知Γ ⊧∆.

情情情形形形3: 设 Γ 为 Γ1,Γ2 且 ∆ 为 ∆1,∆2，

Γ1 ⊢∆1,A Γ2,A ⊢∆2

Γ ⊢∆
(Cut)

由 I.H.知Γ1 ⊧∆1,A 且 Γ2,A ⊧∆2.反设非 Γ ⊧∆，即有 v 反驳Γ ⊧∆.
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1. 当 v(A) = T 时，v 反驳 Γ2,A ⊢∆2，矛盾！

2. 当 v(A) = F 时，v 反驳 Γ1 ⊢∆1,A，矛盾！

故 Γ ⊧∆.

定定定理理理1.24 (G′的completeness). 若 Γ ⊢ ∆ 有效，则 Γ ⊢ ∆ 在 G′ 中可证.这就

是 G′ 的完全性.

证明: 设 m 为 Γ ⊢ ∆ 中联结词出现的个数，以下对 m 作归纳证明(*):在 G′ 中

存在 Γ ⊢∆ 的一个无 Cut 证明树，其中规则个数 < 2m.

当 m = 0 时，Γ ⊢∆ 中无联结词，故呈形 P1,⋯, Pn ⊢ Q1,⋯,Qn, Pi,Qj 均为

命题符，∵Γ ⊧∆，∴必有一个 P 同时出现于 Γ ⊢∆的左右两边，从而 Γ ⊢∆为

公理，它有证明树，其中无规则.故(*)成立.

对于 m > 0，我们将按照联结词在 Γ,∆ 中最外位置的情形来证明(*)

情情情形形形1. 设 Γ 为 ¬A,Γ′. 我们可作 Γ ⊢∆ 的推理如下：

Γ′ ⊢∆,A
¬A,Γ′ ⊢∆

∵Γ ⊧ ∆，∴ 由引理 1.20，Γ′ ⊧ ∆,A，而 Γ′ ⊧ ∆,A 中联结词出现的个

数 ≤ m − 1，从而由 I.H.知 Γ′ ⊧ ∆,A 有一个无 Cut 证明，其中规则个

数 < 2m−1，因此 Γ ⊢∆有一个无Cut证明，其中规则个数 < 2m−1+1 ≤ 2m.

情情情形形形2. 设 ∆ 为 ¬B,∆′.与情形 1 同理.

情情情形形形3. 设 Γ 为 A ∧B,Γ′ ⊧∆，我们有推理

A,B,Γ′ ⊢∆
A ∧B,Γ′ ⊢∆

从而由引理1.20，A,B,Γ′ ⊧ ∆，由 I.H.知 A,B,Γ′ ⊧ ∆ 有无 Cut 证明

树，其中规则个数 < 2m−1，因此 Γ ⊢ ∆ 有无 Cut 证明树，其中规则个

数 < 2m−1 + 1 ≤ 2m.
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情情情形形形4. 设 ∆为∆′,A ∧B，我们有推理

Γ ⊢∆′,A Γ ⊢∆′,B

Γ ⊢∆′,A ∧B

∵Γ ⊧ ∆，∴ 由引理 1.20，Γ ⊧ ∆′,A 且 ∵Γ ⊧ ∆′,B.而 Γ ⊢ ∆′,A 与 Γ ⊢

∆′,B 中的联结词出现的个数 ≤ m − 1，故由 I.H. 知 Γ ⊢ ∆′,A 和 Γ ⊢

∆′,B 皆有一个无 Cut 证明，其中规则数 < 2m−1，从而 Γ ⊢ ∆ 有

无 Cut 证明，其中规则数 ≤ (2m−1 − 1) + (2m−1 − 1) + 1 < 2m.

其余情况同理可证.归纳完成.

系系系1.25. Γ ⊢∆ 可证 iff Γ ⊢∆ 有效.

系系系1.26. 若 Γ ⊢∆ 在 G′ 中可证，则 Γ ⊢∆ 在 G′ 中有一个无 Cut 证明.

命题逻辑的另一个重要性质是紧性定理.

定定定理理理1.27 (G′的compactness). 设 Γ 为命题的集合，若 Γ 的任何有穷子集可满

足，则 Γ 可满足.

证明见第十一讲紧性定理.
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第第第一一一讲讲讲习习习题题题

1. 证明 ∣PROP ∣ = ℵ0.

2. 证明引理1.4(括号引理).

3. 证明以下命题永真：

(a) A→ A

(b) ((A→ B) ∧ (B → C))→ (A→ C)

(c) ¬(A ∧B)→ (¬A ∨ ¬B)

(d) (¬A ∨ ¬B)→ ¬(A ∧B)

(e) ¬(A ∨B)→ (¬A ∧ ¬B)

(f) (¬A ∧ ¬B)→ ¬(A ∨B)

4. 证明以下命题可满足:

(a) (A→ B) ∧C

(b) (A ∨B)→ C

5. 求以下公式的 ∧∨-nf 和 ∨∧-nf.

(a) (¬((P → ¬Q)→ R))

(b) ¬(¬(¬¬R ∧Q) ∧ P )

这里 P,Q,R ∈ PS.

6. 设习题(3)中的命题为 A′，在 G′ 中证明 ⊢ A′.

7. 证明在 G′ 中 ⊢ (P → Q) ∨R 不可证，这里 P,Q,R ∈ PS.

8. 证明

(a) A ∧B ≃ B ∧A.

(b) A ∨B ≃ B ∨A.

(c) ¬¬A ≃ A.
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(d) ¬(A ∨B) ≃ (¬A) ∧ (¬B).

(e) ¬(A ∧B) ≃ (¬A) ∨ (¬B).

(f) (A→ B) ≃ (¬B → ¬A).

9. 证明引理1.20.

10. 在 G′ 中导出规则 MP :
⊢ A ⊢ A→ B

⊢ B

11. 写出公式 (¬A ∧ ¬B) ∨ (¬C ∨D) 的等价式，要求等价式中只出现联结

词 ¬ 和 →.

12. 下列命题中，哪些是永真式，哪些是矛盾式？不要求判断过程.

(a) (P → (Q→ R))↔ ((P ∧Q)→ R)

(b) ((P → R) ∨ ¬R)→ (¬(Q→ P ) ∧ P )

(c) ((P ∨Q)→ R)↔ (R → (P ∧Q))

(d) P → (¬P ∧Q ∧R ∧ S)

13. 证明 A→ (¬(S ∧D)→ ¬B),A,¬D ⊢ ¬B 可证.

14. 证明 ¬A ∨B,A→ (B ∧C),D → B ⊢ B ∨C 不可证.
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第第第二二二讲讲讲 Boole代代代数数数

本讲介绍重要的代数结构 Boole 代数，它是由英国数学家 G. Boole 在1847年

引入，后人称之为 boolean algebra ，其对逻辑学、电路工程和计算机科学都产

生了巨大的影响，成为这些科学的理论基础. Boole 代数与命题演算关系密切，

可以说 Boole 代数是命题演算的代数表示.

定定定义义义2.1. 设(B,⩽)为偏序集(poset)，(B,⩽)为 Boole 代数指(B,⩽)为有补分

配格，从而(B,⩽)可记为(B,∨,∧,′ ,0,1)，这里∨,∧和 ′分别为交，并和补运

算，1为最大元且0为最小元.

命命命题题题2.2. 设(B,⩽) 为 Boole 代数，若a ∈ B，则a之补是唯一的.

证明: 设c, d为a之补，从而a ∨ c = a ∨ d = 1

a ∧ c = a ∧ d = 0，从而c = c ∨ 0 = c ∨ (a ∧ d) = (c ∨ a) ∧ (c ∨ d) = 1 ∧ (c ∨ d) = c ∨ d

同理d = c ∧ d,

故c = d

由此命题知，在 Boole 代数中可以定义一元补运算 ′.

命命命题题题2.3. (Dn, ∣)为 Boole 代数⇔ n呈形p1p2...pk，这里pi皆为素数且互异.

这里Dn = {x∣(x∣n)且x ∈ N+}, ∣为整除关系.

证明: (1) (Dn, ∣)为有界分配格

Dn的最大元和最小元分别为n和1，Dn中的∧,∨分别为gcd和lcm，易

见gcd对lcm满足分配律，故(Dn, ∣)为有界分配格.(亦可证明(Dn, ∣)中无

五星和钻石格，从而其为分配格).
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(2) (Dn, ∣)为 Boole 代数

⇔Dn为有补分配格

⇔ (∀x ∈Dn)(x有补)

⇔ (∀x ∈Dn)(∃y ∈Dn)(lcm(x, y) = n ∧ gcd(x, y) = 1)

⇔ (∀x ∈Dn)(∃y ∈Dn)(xy = n ∧ x与y 互素)

⇔ (∀x ∈Dn)((x,n/x) = 1)

⇔ n呈形p1p2...pk且诸pi互异.

例例例2.1.

(1) (P(A),∩,∪,−,∅,A)为 Boole 代数.此类 Boole 代数称为幂代数，其势呈

形2k.

(2) N为自然数集，令F (N) ={X ∈ P(N)∣X有穷或N−X有穷}，(F (N),∩,∪,−,∅,A)

为 Boole 代数，称为N之有穷-余有穷代数.易见

X,Y ∈ F (N)→X ∪ Y,X ∩ Y ∈ F (N)

X ∈ F (N)→ N −X ∈ F (N)

性性性质质质2.4. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为 Boole 代数

(L1) a ∧ a = a a ∨ a = a

(L2) a ∧ b = b ∧ a a ∨ b = b ∨ a

(L3) a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c

(L4) a ∨ (a ∧ b) = a

a ∧ (a ∨ b) = a

(D1) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

(D2) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

(B1) a ∧ 0 = 0 a ∨ 1 = 1

(B2) a ∧ 1 = a a ∨ 0 = a
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(C1) a ∧ a′ = 0 a ∨ a′ = 1

(C2) 0′ = 1, 1′ = 0

(C3) a′
′ = a

(M1) (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′

(M2) (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′

(P1) a ⩽ b⇔ a ∧ b = a⇔ a ∨ b = b

(P2) a ⩽ b⇔ a ∧ b′ = 0⇔ b′ ⩽ a′⇔ a′ ∨ b = 1

证明: ∵(B,∧,∨,0,1)为补界分配格 ∴L1 −C1成立

(C2) ∵0 ∧ 1 = 0,0 ∨ 1 = 1 ∴0与1互补

(C3) ∵a′ ∧ a = 0, a′ ∨ a = 1 ∴ a′′ = a

(M1 − 2) ∵(a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′)

= (a ∧ b ∧ a′) ∨ (a ∧ b ∧ b′)分配律

= (0 ∧ b) ∨ (a ∧ 0) = 0

(a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′)

= (a ∨ a′ ∨ b′) ∧ (b ∨ a′ ∨ b′) = (a ∨ 1) ∧ (b ∨ 1) = 1

∴(M1)成立. (M2)同理可证.

(P1) ∵B为格∴P1成立

(P2) ∵a ⩽ b⇒ a ∧ b = a⇒ a ∧ b′ = (a ∧ a′) ∨ (a ∧ b′)

= a ∧ (a′ ∨ b′) = a ∧ (a ∧ b)′ = a ∧ a′ = 0⇒ a ∧ b′ = 0 又

a ∧ b′ = 0⇒ a ∧ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b′) = a ∧ (b ∨ b′) = a

∴a ∧ b = a⇔ a ∧ b′ = 0

又a ∧ b′ = 0⇔ (a ∧ b′)′ = 1

⇔ a′ ∨ b′′ = 1⇔ a′ ∨ b = 1

a ⩽ b⇔ a ∧ b = a⇔ a′ ∨ b′ = a′⇔ b′ ⩽ a′
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定定定理理理2.5. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为代数结构，∧,∨,′分别为B上的两个二元和一元运

算，0，1 ∈ B，若B满足以上的L1 −M2，则(B,⩽)为 Boole 代数，这里⩽定义

为x ⩽ y指x ∧ y = x

证明: 令x ⩽ y指x ∧ y = x

由L1 −L4知(B,⩽)为格

由D1 −D2知(B,⩽)为分配格

由B1 −B2知(B,⩽)为有界格

由C1 −C2知(B,⩽)为有补格

因此(B,⩽)为 Boole 代数.

注注注：：：事实上，当(B,∧,∨,′ ,0,1)满足交换律L2、分配律D1,B1,B2和C1时，B

为 Boole 代数.(留作习题)

这样就得 Boole 代数的等价定义：

(B,∧,∨,′ ,0,1)被称为 Boole 代数指B满足L2,D1,B1,B2和C1.

定定定义义义2.6. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为 Boole代数，若S ⊆ B且S ≠ ∅且0,1 ∈ S且∧,∨和′对S封

闭，则称(S,∧,∨,′ ,0,1)为(B,∧,∨,′ ,0,1)的子 Boole 代数，有时亦称S 为B的

子 Boole 代数.

例例例2.2.

(1) F (N)为P (N)的子 Boole 代数.

(2) Dp1p2...pk为Dp1p2...pkpk+1...pn的子 Boole 代数.

定定定义义义2.7. 设(B1,∧1,∨1,
′ ,01,11)和(B2,∧2,∨2,

−1 ,02,12)为 Boole 代数，B1同构

于B2(记为B1 ≅ B2)指有Φ ∶ B1 → B2 使Φ为1 − 1&onto且Φ(x ∧1 y) = Φ(x) ∧2

Φ(y),Φ(x ∨1 y) = Φ(x) ∨2 Φ(y),Φ(x′) = (Φ(x))−1

命命命题题题2.8. 若B1 ≅Φ B2，则Φ(01) = 02,Φ(11) = 12

证明: ∵Φ(01) = Φ(x ∧1 x
′) = Φ(x) ∧2 (Φ(x))−1 = 02

∴Φ(01) = 02 同理Φ(11) = 12

下面介绍一种重要的 Boole 代数：
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命命命题题题2.9. 令n ∈ N+,Bn ={x∣x为长度n的0-1序列}，对任意x, y ∈ Bn，设x =

x1...xn, y = y1...yn，这里xi, yi ∈ {0,1}, x ⩽ y 指(∀i ⩽ n)(xi ⩽ yi), (Bn,⩽)

为 Boole 代数.

证明: (1) (Bn,⩽)为格，

∵x∧y = z1...zn，这里zi =min(xi, yi), x∨y = u1...un，这里ui =max(xi, yi)

∴ 易见(Bn,∧,∨)满足格的公理且满足分配律.

(2) (Bn,⩽)为 Boole 代数

Bn的最大元为(1) = 1...1(n个1) Bn的最小元为(0) = 0...0(n个0)

x = x1...xn, x的补x′ = v1...vn
这里vi = 1 − xi(i = 1, ...n)从而(Bn,∧,∨,′ , (0), (1))为 Boole 代数.

定定定理理理2.10. 设A = {a1, ..., an}，则幂代数P (A)同构于Bn.

证明: 定义Φ ∶ P (A)→ Bn如下：∀X ∈ P (A),Φ(X) = u = u1...un，这里

ui =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1, ai ∈X

0, ai /∈X

(1) Φ 为1 − 1&onto

∵∀X,Y ∈ P (A)，设Φ(X) = Φ(Y ) = u1...un，从而

∵ai ∈X ↔ ui = 1↔ ai ∈ Y ∴X = Y 故1-1

又若v = v1...vn ∈ Bn，则令X = {ai ∈ A∣vi = 1 ∧ 1 ⩽ i ⩽ n}

从而Φ(X) = v， 故Φ为onto.

(2) Φ为同构映射，设Φ(X) = x1...xn,Φ(Y ) = y1...yn，从而

(2.1) Φ(X ∩ Y ) = u1...un⇔ (∀i)(ui = 1⇔ ai ∈X ∩ Y )⇔ ∀i(ui = 1⇔ ai ∈

X ∧ ai ∈ Y )⇔ ∀i(ui = 1⇔ xi = yi = 1)↔ ∀i(ui = 1⇔ min(xi, yi) =

1)⇔ Φ(X) ∩Φ(Y ) = u1...un.

(2.2) Φ(X−) = Φ(A −X) = u1...un⇔ (ui = 1⇔ ai /∈ X)↔ (ui = 1⇔ xi =

0)⇔ Φ(X−) = (Φ(X))′
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命命命题题题2.11. 若A等势于B，则幂代数P (A)同构于P (B).

证明: ∵A ∼ B ∴有f ∶ A→ B使f为1 − 1&onto

令Φ ∶ P (A)→ P (B)如下：对于X ∈ P (A)

Φ(X) = f[X]，易见Φ为同构映射.

定定定义义义2.12. 设(L,∧,∨,′ ,0,1)为 Boole 代数，a ∈ L为原子指(∀x ∈ L)(0 < x ⩽ a⇒

x = a) ∧ a ≠ 0.Atom(a) ={x ⩽ a∣x为原子}

例：(P (A),⊆)中的原子呈形{a}

命命命题题题2.13. 设(L,∧,∨,′ ,0,1)为 Boole 代数

(1) 若a, b为原子，则a ≠ b⇒ a ∧ b = 0

(2) a为原子⇔ (∀x, y ∈ L)(x ∨ y = a⇒ (x = a ∨ y = a))

(3) a为原子⇒ (a ⩽ x∨y⇔ a ⩽ x∨a ⩽ y)从而Atom(x∨y) = Atom(x)∨Atom(y)

(4) a为原子⇒ (a ⩽ x∧y⇔ a ⩽ x∧a ⩽ y)从而Atom(x∧y) = Atom(x)∧Atom(y)

证明: (1) 设a ≠ b，反设a ∧ b ≠ 0

∵0 < (a ∧ b) ⩽ a又a为原子，∴ a ∧ b = a

同理a ∧ b = b从而a = b矛盾.

(2) ′ ⇒′:设a为原子，若x ∨ y = a

则x ⩽ a从而x = 0或x = a

当x = a时即得x = a ∨ y = a

当x = 0时a = (x ∨ y) = 0 ∨ y = y从而x = a ∨ y = a
′ ⇐′:设(∀x, y)(a = x ∨ y ⇒ (x = a ∨ y = a)) 反设a非原子，则有0 < z < a，

从而a = a ∧ 1 = a ∧ (z ∨ z′) = (a ∧ z) ∨ (a ∧ z′) = z ∨ (a ∧ z′)

故a = z ∨ (a ∧ z′)，

∵z < a ∴ a ≠ z从而a = a ∧ z′

因此z = z ∧ a = z ∧ a ∧ z′ = a ∧ (z ∧ z′) = a ∧ 0 = 0矛盾！

(3)、(4)留作习题.
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命命命题题题2.14. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为有穷 Boole 代数，(∀a ∈ B)(a ≠ 0 → Atom(a) ≠

∅)，即非零元下有原子.

证明: 设a ∈ B且a ≠ 0反设Atom(a) = ∅

即(∀x ⩽ a)(x非原子)——–(*)

从而a非原子，故有x1使0 < x1 < a，由(*)知x1非原子，从而有0 < x2 < x1，又

由(*)知x2非原子，如此下去，就得无穷下降键a > x1 > x2 > ...，与B有穷矛

盾！

命命命题题题2.15. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为有穷 Boole 代数，a = ∨Atom(a)即若Atom(a) =

{a1, ..., an}，则a = a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ an

证明: 令P (n)为命题”若{x∣x ⩽ a}为n元集，则a = ∨Atom(a)”下面由强数学归

纳法证明∀nP (n)从而a = ∨Atom(a)得证.记号n(a) = ∣{x∣x ⩽ a}∣

奠基：a = 0从而Atom(a) = ∅，从而∨Atom(a) = sup{∅} = 0

因此a = ∨Atom(a)即P (1)成立.

归纳假设：∀k < n,P (k)

归纳步骤：设{x∣x ⩽ a}为n元集

情况1： a为原子，从而Atom(a) = {a} 因此a = ∨{a} = ∨Atom(a)

情况2： a不为原子，从而由上面命题知有a1, a2 ∈ L，使a = a1∨a2∧a ≠ a1∧a ≠ a2，

从而a = a1 ∨ a2 ∧ 0 < a1 < a ∧ 0 < a2 < a

从而n(a1), n(a2) < n(a)，因此由I.H. 知

a1 = ∨Atom(a1), a2 = ∨Atom(a2)，从而

a = a1 ∨ a2 = (∨Atom(a1)) ∨ (∨Atom(a2)) = ∨(Atom(a1) ∪ Atom(a2)) =

∨Atom(a)

定定定理理理2.16. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为有穷 Boole 代数，若令A = {x ∈ B∣x为原子}，

则(B,∧,∨,′ ,0,1) ≅ (P (A),∩,∪,−,∅,A)

证明: 令Φ ∶ B → A如下：对于x ∈ B,Φ(x) = Atom(x)

(0) ∵B有穷，∴A非空且有穷
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(1) Φ(x ∨ y) = Φ(x) ∪Φ(y)

(2) Φ(x ∧ y) = Φ(x) ∩Φ(y)

(1)和(2)由命题2.13(3)(4)即得

(3) Φ为1-1

Φ(x) = Φ(y) → Atom(x) = Atom(y) → ∨Atom(x) = ∨Atom(y) → x = y(利

用命题)

(4) Φ为onto

令X ⊆ A，∵X有穷，∴ ∨X存在且∈ B

从而Φ(∨X) = Atom(∨X) =X

(5) Φ(x′) = (Φ(x))′

易见Φ(0) = ∅,Φ(1) = A

∵x ∨ x′ = 1, x ∧ x′ = 0

∴Φ(x) ∪Φ(x′) = Φ(1) = A

Φ(x) ∩Φ(x′) = Φ(0) = ∅

∴Φ(x′) = A −Φ(x)

以上定理是有穷 Boole 代数的表示定理，即任何有穷 Boole 代数同构于幂

集代数.

推推推论论论2.17.

(1) 有穷 Boole 代数之势呈形2n.

(2) 两个等势的有穷 Boole 代数是同构的.

问：是否任何 Boole 代数皆同构于幂集代数？

答：否.反例为有穷-余有穷代数F (N).因为若F (N)同构于某幂集代数，

则F (N)之势为2ℵ0，但F (N)之势为ℵ0，矛盾！

然而 Stone 教授给出以下著名结果，其类似于群论之 Cayley 定理.

Stone 表示定理：任何 Boole 代数皆同构于幂集代数之某子代数.
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第第第二二二讲讲讲习习习题题题

1. 证明 (F (N),∩,∪,−,∅,A)为 Boole 代数.

2. 设(B,∧,∨,′ ,0,1)为代数结构，∧,∨为B上二元运算， ′为B上一元运算，

若定义x ⩽ y为x∧y = x且(B,∧,∨,′ ,0,1)满足L2,D1,B1,B2和C1，则(B,∧,∨,′ ,0,1)为 Boole代

数.

3. 设(B1,∧1,∨1,
′ ,01,11)和(B2,∧2,∨2,

−1,02,12)为 Boole 代数

若Φ ∶ B1 → B2满足Φ(x∧1y) = Φ(x)∧2Φ(y)且Φ(x
′
) = (Φ(x))−1，则Φ(x∨1y) =

Φ(x)∨2Φ(y).

4. 求(Bn,⩽)中的原子，并求Atom(a)，对于a ∈ Bn.

5. 证明命题2.13.中(3)和(4).

6. 设对于A ∈ PROP, [A] = {B∣A ≃ B}，令P = {[A]∣A ∈ PROP}，且[A] ⩽

[B]指⊧ A→ B，证明(P,⩽)为 Boole 代数.
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第第第三三三讲讲讲 一一一阶阶阶逻逻逻辑辑辑的的的语语语言言言

在前面，我们介绍了命题逻辑，从本讲起我们介绍一阶逻辑，其中将引入

谓词和量词等概念，它是命题逻辑的扩展，具有很强的表达能力.它由Frege教

授首先提出，现已成为许多学科的理论基础.

定定定义义义3.1. 一阶语言的字母表 (alphabet) 由以下二个集合组成：

(1) 逻辑符集合：

变元集 V ：可数无穷集 V = {x0, x1, ..., xn, ...}

联结词：¬ ∧ ∨ →

量词：∀ ∃

等词：
.
=

辅助符：(, ), . , ,

(2) 非逻辑符集合 L 其由以下组成：

(i) Lc 由可数（包括0个）常元符组成，Lc = {c0, c1, ...}

(ii) Lf （函数集）由可数（包括0个）函数符组成，Lf = {f0, f1, ...},对

每个函数符 f，赋予一个正整数 µ(f),这里 µ(f)为 f 的元数(arity).

(iii) LP（谓词集）由可数（包括0个）谓词符组成，LP = {P0, P1, ...},对

每个函数符P赋予一个非负整数 µ(P )，这里µ(P )为 P 的元数(arity).

注：

(1) 变元集的势为 ℵ0.

事实上依BNF，V ::= v|V ′ 可定义 V .
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(2) 联结词集：有些书（如 Hilbert 的书）只讨论某个完全子集，如 {¬,→}.

(3)
.
= 是特别的常谓词.Le 表示带

.
= 的一阶语言.

(4) 函数与谓词皆有元数.对于谓词 P，当 µ(P ) = 0 时，我们称 P 为命题符.

(5) 每个一阶语言的逻辑符集皆相同，不同的是一阶语言的非逻辑符号集合.

(6) 以后记 L 为 Lc ∪ Lf ∪ LP .

例例例3.1. 初等算术语言 A

常元符集为 { 0 }.

函数符集为 { S,+, · }.

谓词符集为 { < }.

例例例3.2. 群论语言 G

常元符集为 { e }.

函数符集为 { · （二元）,−1 （一元） }.

定定定义义义3.2 (项的定义).

(a) 归纳定义法

(1) 每个变元符为项.

(2) 每个常元符为项.

(3) 若 f 为 n 元函数符，t1, t2, ..., tn 为项，则 f(t1, ..., tn) 为项.

(4) 项仅限于此.

(b) 闭包定义法

全体项的集合 T 为满足以下条件的最小集合：

(1) V ⊆ T .

(2) Lc ⊆ T .

(3) 若 f 为 n 元函数，t1, ..., tn ∈ T，则 f(t1, ..., tn) ∈ T .

定定定义义义3.3 (公式的定义).
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(a) 归纳定义法

(1) 若 s 和 t 为项，则 (s
.
= t) 为公式；

(2) 若 R 为 n 元谓词符，并且 t1, ..., tn 为项，则 R(t1, t2, ..., tn)为公

式；

(3) 若 A 为公式，则 (¬A) 为公式；

(4) 若 A,B 为公式，则 (A ∗B) 为公式，这里 ∗ ∈ {∧,∨,→}；

(5) 若 A,B 为公式且 x 为变元，则 ∀x.A 和 ∃x.B 为公式；

(6) 公式仅限于此.

仅由(1)和(2)所得到的公式被称为原子公式 (atomic formula).

(b) 闭包定义法

全体公式的集合 F 为满足以下条件的最小集合：

(1) 若 s, t ∈ T，则 (s
.
= t) ∈ F ;

(2) 若 R 为 n 元谓词，且 t1, ..., tn ∈ T，则 R(t1, t2, ..., tn) ∈ F ;

(3) 若 A,B ∈ F 则 (¬A), (A ∗B) ∈ F，这里 ∗ ∈ {∧,∨,→};

(4) 若 A ∈ F 且 x ∈ V，则 (Qx.A) ∈ F，这里 Q ∈ {∀, ∃}.

一些基本公式及量词的读法如下表所示：

¬A A ∧B A ∨B A→ B ∀ ∃
not A A and B A or B A implies B for all for some

Negation
of A

Conjunction
of A and B

Disjunction
of A and B

Implication
A and B

例例例3.3. 群论语言 G 的项和公式

G = {e, ·,−1}.例如，x · e, x · (x · e), (x−1)−1 · e 为项.群论公理可非形式化地

表达为：

结合律 ∀x∀y∀z.(x · (y · z) = (x · y) · z)

幺公理 ∀x.(x · e = e · x = x)

逆公理 ∀x.(x · x−1 = x−1 · x = e)
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形式地，

G , {e（常元），m（二元函数），i（一元函数）}

(1) 结合律

∀x.(∀y.(∀z.(m(x,m(y, z))
.
= m(m(x, y), z))))

(2) 幺公理

∀x.(m(x, e)
.
= x ∧m(e, x)

.
= x)

(3) 逆公理

∀x.(m(x, i(x))
.
= e ∧m(i(x), x)

.
= e)

定定定义义义3.4 (项的自由变元). 设 t 为项，对 t 结构归纳定义 FV (t) 如下：

(1) FV (x) = {x}，这里 x ∈ V

(2) FV (c) = ∅，这里 c ∈ Lc

(2) FV (f(t1, t2, ..., tn)) =
n∪

i=1

FV (ti)，这里 f 为 n 元函数

x 为 t 的自由变元指 x ∈ FV (t).

t 为闭项指 FV (t) = ∅

定定定义义义3.5 (公式的自由变元). 设 A 为公式，对 A 的结构归纳定义 FV (A) 如

下：

(1) FV (t1
.
= t2) = FV (t1) ∪ FV (t2).

(2) FV (P (t1, ..., tn)) =
n∪

i=1

FV (ti).

(3) FV (¬A) = FV (A).

(4) FV (A ∗B) = FV (A) ∪ FV (B)，这里 ∗ ∈ {∨,∧,→}.

(5) FV (QxA) = FV (A)− {x}，这里 Q ∈ {∀, ∃}.

x 为 A 的自由变元指 x ∈ FV (A)；A 为句子指 FV (A) = ∅.

例例例3.4. 设公式A为

32



∃x((P (x, y
y第一个出现自由

) ∧ ∀ y
y第二个出现约束

R(x, y
y第三个出现约束

)) → Q(x, z))

这里

(1) 定义在 A 中 x 的第 i 个出现是约束的 (bounded) 指存在 A 的子公

式 Qx.B 使 A 中 x 的第 i 个出现在 Qx.B 中.

在 A 中 x 的第 i 个出现是自由的指它不是约束的.

(2) 一个变元可以既有自由出现又有约束出现.

定定定义义义3.6 (项的替换). 设 s和 t为项，x为变元，对 s的结构作归纳定义 s[ tx ]如

下：

(1) x[ tx ] = t;

(2) y[ tx ] = y，这里 y 为异于 x 的变元;

(3) c[ tx ] = c，这里 c 为常元;

(4) f(t1, ..., tn)[
t
x ] = f(t1[

t
x ], ..., tn[

t
x ]).

定定定义义义3.7 (公式的替换). 设 A 为公式，t 为项，x 为变元，对 A 的结构作归纳

定义 A[ tx ] 如下：

(1) (t1
.
= t2)[

t
x ] = (t1[

t
x ]

.
= t2[

t
x ]);

(2) R(t1, ..., tn)[
t
x ] = R(t1[

t
x ], ..., tn[

t
x ]);

(3) (¬A)[ tx ] = ¬(A[ tx ]);

(4) (A ∗B)[ tx ] = (A[ tx ]) ∗ (B[ tx ])

这里 ∗ ∈ {∧,∨,→}

(5) (Qx.A)[ tx ] = Qx.A,

这里 Q ∈ {∀, ∃}.

(6) (Qy.A)[ tx ] = Qy.(A[ tx ]),

若 y为异于 x 的变元且 y /∈ FV (t).这里 Q ∈ {∀, ∃}.
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(7) (Qy.A)[ tx ] = Qz.(A[ zy ][
t
x ]),

若 y 为异于 x 的变元 y ∈ FV (t).

这里 Q ∈ {∀,∃}，z 为满足 z /∈ FV (t) 且 z 不出现于 A 中的足标最小的

变元.

注：

(1) 改名把 ∀xA 改为∀y.A[ yx ]，这里y /∈ FV (A)；

(2) 先改名后替代；

(3) 替代不改变约束关系；

(4) 盲目替代会出错；

(5) 定义3.7(7)中的 z 为新变元.

定定定义义义3.8 (结构(Structure)). 设L为一阶语言，L的一个结构M为二元组(M, I),这

里

(1) M 为非空集，称之为论域(domain).

(2) I 为定义域为L 的映射，其满足：

(2.1) 对任何L的常元c，I(c) ∈M ;

(2.2) 对任何L的n元(n > 0) 函数f，I(f) :Mn →M ;

(2.3) 对任何L的0元谓词P，I(P ) ∈ B = {T, F};

(2.4) 对任何L的n元(n > 0) 谓词P，I(P ) ⊆Mn;

约定：cM表示I(c), fM表示I(f)且PM表示I(P ).

L的结构对L的元素给出解释.

例例例3.5. 对于A，令N = (N, I), N = {0, 1, 2, ...}, I(0) = 0, I(S) = suc, I(+) =

+, I(·) = ∗, I(<) =<. 称(N, I) 为初等算术的标准模型.
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定定定义义义3.9. 设V = {x0, x1, ..., xn, ...|n ∈ |N} 为一阶语言的L的变元集，M为一

个L−结构.

(1) 一个M上的赋值σ为从V到M 的映射，即σ : V →M ;

(2) L的一个模型为二元组(M,σ)，这里M为L−结构且σ为M 上的赋值.

例例例3.6. A之模型

对上面的N = (N, I)，令σ(xn) = n，(N, σ)为A之模型.

记号：σ[xi := a]如下定义：

(σ[xi := a])(xj) =

σ(xj) if i ̸= j

a if i = j

定定定义义义3.10 (项的解释). 设(M,σ)为一个L−模型，t为项，项t 的解释tM [σ]被归

纳定义如下：

(1) xM [σ] = σ(x)，这里x ∈ V ;

(2) cM [σ] = cM，这里c ∈ Lc;

(3) (f(t1, ..., tn))M [σ] = fM ((t1)M [σ], ..., (tn)M [σ])

易见

引引引理理理3.11. tM [σ] ∈M

例例例3.7. 对上面模型(N, σ)，求(+(x1, S(x7)))N [σ].

解: (+(x1, S(x7)))N [σ]

= (x1)N [σ] + (S(x7))N [σ]

= σ(x1) + suc(σ(x7))

= 1 + suc(7) = 1 + (7 + 1) = 9 �

上面把命题P解释为 B = {T, F}中的元素，这里我们承认古典逻辑中的排

中律.

我们把联结词解释为 B 上函数.
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1⃝ 对¬的解释B¬ : B → B

X T F
B¬(X) F T

2⃝ 对∧的解释B∧:

X Y B∧(X,Y)
T T T
T F F
F T F
F F F

或
¬ T F
T T F
F F F

3⃝ 对∨的解释B∨:

X Y B∨(X,Y)
T T T
T F T
F T T
F F F

或
∨ T F
T T T
F T F

4⃝ 对→ 的解释B→:

X Y B→(X,Y)
T T T
T F F
F T T
F F T

或
→ T F
T T F
F T T

这些解释与命题逻辑中的语义是一致的.

定定定义义义3.12 (公式的解释).

设(M,σ)为一个L−模型，A为公式，公式A的解释AM [σ]被归纳定义如下：

(1) (P (t1, ..., tn))M [σ] =

T,若⟨(t1)M [σ], ..., (tn)M [σ]⟩ ∈ PM ;

F,若⟨(t1)M [σ], ..., (tn)M [σ]⟩ /∈ PM .
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(2) (t1
.
= t2)M [σ] =

T,若(t1)M [σ] = (t2)M [σ]

F,否则.

(3) (¬A)M [σ] = B¬(AM [σ]).

(4) (A ∗B)M [σ] = B∗(AM [σ], BM [σ])，这里∗ ∈ {∧,∨,→}.

(5) (∀x.A)M [σ] =

T,若对所有a ∈M,AM [σ[x:=a]] = T ;

F,否则.

(6) (∃x.A)M [σ] =

T,若对某个a ∈M,AM [σ[x:=a]] = T ;

F,否则.

易见

引引引理理理3.13. 对任何公式A,AM [σ] ∈ {T, F}.

定定定义义义3.14. 设L为一阶语言，A为L−公式，Γ为L−公式集，(M,σ)为L−模

型.

(1) A对于(M,σ)可满足(satisfiable)，记为M |=σA，指AM [σ] = T .

(2) A可满足指存在(M,σ)使M |=σA.

(3) M |= A指M |=σA对任何M上的σ成立.

(4) Γ对于(M,σ)可满足，记为M |=σΓ，指M |=σA对任何A ∈ Γ成立.

(5) Γ可满足指存在(M,σ)使M |=σΓ.

(6) M |= Γ指M |=σΓ对任何M上的σ成立.

(7) A永真(valid)，记为|= A，指对任何模型(M,σ)有M |=σA.

(8) Γ永真,记为|= Γ，指对任何模型(M,σ)有M |=σΓ.

(9) A为Γ的语义结论，记为Γ |= A，指对于任何模型(M,σ)，若M |=σΓ，

则M |=σA.
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例例例3.8 (形式逻辑基本定律).

1. |= A ∧ ¬A 排中律

2. |= ¬(A ∨ ¬A) 矛盾律

3. |= (∀x(x .
= x)) 同一律

引引引理理理3.15. 若Γ |= A，则Γ ∪ {¬A}不可满足

下面介绍L 语法对象的 Gödel 编码.

定定定义义义3.16. 设 N 为自然数集， a0, ..., an ∈ N.

令⟨a0, ..., an⟩ ,
n∏

i=0

P ai
i ，

这里Pi为第i个素数，e.g. P0 = 2, P1 = 3, ...

命命命题题题3.17. 设a0, ..., an, b0, ...bm ∈ N.

若

⟨a0, ..., an⟩ = ⟨b0, ..., bm⟩

则

n = m 且 (∀i 6 n)(ai = bi)

证明: 由算术基本定理即得.

定定定义义义3.18. 函数 ep : N2 → N 如下：

ep(x, n) , x的素因子分解式中Pn的幂次，

设 x = 22 · 3 · 11, ep(x, 0) = 2, ep(x, 1) = 1, ep(x, 2) = 0, ep(x, 4) = 1.

约定： ep(x, n) 简记为epn(x).

命命命题题题3.19. epi⟨a0, ..., an⟩ = ai(i 6 n).

定定定义义义3.20. 设一阶语言L由以下组成：
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I. 逻辑符

V , { xn|n ∈ N };

C , { ¬,∨,∧,→ }; Q , { ∀, ∃ };

E , { .
= }; P , { (, ), · }

II. 非逻辑符

Lf = {fij |i ∈ N 且 j ∈ Ii}

这里i为fij的元数， Ii呈形{0, .., k}或N.

注意当i = 0时f0j为常元符.

LP = {Pij |i ∈ N 且 j ∈ Ji}

这里i为Pij的元数， Ji呈形{0, .., k}或N.

注意当i = 0时P0j为命题符.

定定定义义义3.21. (Gödel码)设X为L的符号，项或公式，以下定义X的Gödel 码♯X：

I. 逻辑符

♯(xn) = ⟨0, n⟩，

♯(¬) = ⟨1, 0⟩，

♯(∧) = ⟨1, 1⟩，

♯(∨) = ⟨1, 2⟩，

♯(→) = ⟨1, 3⟩，

♯(∀) = ⟨2, 0⟩， ♯(∃) = ⟨2, 1⟩，

♯(
.
=) = ⟨3, 0⟩，

♯(() = ⟨4, 0⟩， ♯()) = ⟨4, 1⟩， ♯(·) = ⟨4, 2⟩, ♯(, ) = ⟨4, 3⟩.

II. 非逻辑符

♯(fij) = ⟨5, i, j⟩ 对所有 i ∈ N 且 j ∈ Ii.

♯(Pij) = ⟨6, i, j⟩ 对所有 i ∈ N 且 j ∈ Ji.

III. 项.对项t的结构作归纳定义♯t如下：

(1) t为个体变元或常元时, ♯t已被定义.

(2) 设t为fi,j(t1, ..., ti)，

♯(t) = ⟨♯fij , ♯t1, ..., ♯ti⟩
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特别地,♯(f0,j)已被定义.

IV. 公式.对公式A的结构作归纳定义♯A如下：

(1) ♯(t
.
= s) = ⟨♯( .=), ♯t, ♯s⟩

(2) ♯(Pij(t1, ..., ti) = ⟨♯(Pij), ♯t1, ..., ♯ti⟩)

特别地，♯(P0,j)已被定义.

(3) ♯(¬A) = ⟨♯(¬), ♯A⟩

♯(A ∗B) = ⟨♯(∗), ♯A, ♯B⟩

这里∗ ∈ {∧,∨,→}

(4) ♯(∀x.A) = ⟨♯(∀), ♯(x), ♯(·), ♯A⟩

♯(∃x.A) = ⟨♯(∃), ♯(x), ♯(·), ♯A⟩

定定定理理理3.22. L中的符号，项和公式皆赋予唯一的数，即它的Gödel 码，且

从Gödel 码能能行的找出原来的L的语法对象.

证明留作习题.

下面给出重要的替换引理.

设(M,σ)为一阶语言L -的模型，t, s为L -项，A 为L公式.

引引引理理理3.23. (t[ sx ])M [σ] = tM [σ[x:=sM[σ]]].

证明: 对t的结构归纳证明LHS = RHS如下：

t LHS RHS

x sM [σ] sM [σ]

y(̸≡ x) σ(y) σ(y)

c cM cM

f(u)

(f(u)[ sx ])M [σ]

= fM ((u[ sx ])M [σ])

= fM (uM [σ[x:=sM[σ]]])

(f(u))M [σ[x:=sM[σ]]]

= fM (uM [σ[x:=sM[σ]]])

f(t1, t2, ..., tn)同理

引引引理理理3.24. (A[ tx ])M [σ] = AM [σ[x:=tM[σ]]].
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证明: 令ρ为σ[x := tM [σ]]，欲证(A[ tx ])M [σ] = AM [ρ]，只需证

M |=σ A[
t
x ] iff M |=ρ A...(∗)

下面对A的结构作归纳证明(∗).

当A为原子公式

情况1. A为u
.
= v，这里u, v ∈ T

M |=ρ A[
t
x ] iff M |=σ u[

t
x ]

.
= v[ tx ]

iff (u[ tx ])M [σ] = (v[ tx ])M [σ]

iff uM [ρ] = vM [ρ] (引理3.23)

iff M |=ρ u
.
= v iff M |=ρ A.

情况2. A为P (t1, ..., tn).

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ P (t1[
t
x ], ..., tn[

t
x ])

iff ((t1[
t
x ])M [σ], ..., (t1[

t
x ])M [σ]) ∈ PM

iff ((t1)M [ρ], ..., (t1)M [ρ]) ∈ PM (引理3.23)

iff M |=ρ P (t1, ..., tn).

当A为复合公式

情况3. A为¬B.

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ ¬(B[ tx ])

iff 非M |=σ B[ tx ]

iff 非M |=ρ B(I.H.)

iff M |=ρ ¬B

iff M |=ρ A.

情况4. A为B ∧ C，

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ (B[ tx ]) ∧ (C[ tx ])

iff M |=σ B[ tx ] and M |=σ C[
t
x ]

iff M |=ρ B and M |=ρ C(I.H.)
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iff M |=ρ B ∧ C

iff M |=ρ A.

这里利用M |=σ (A ∧B) iff (M |=σ A and M |=σ B).

情况5. A为B ∨ C,B → C，同理可证.

情况6. A为∀y.B，

子情况6.1 y ≡ x，

我们有{σ[x := a]|a ∈ M} = {ρ[x := a]|a ∈ M}

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ ∀x.B iff (∀x.B)M [σ] = T

iff BM [σ[x:=a]] = T 对所有 a ∈ M成立

iff BM [ρ[x:=a]] = T 对所有 a ∈ M成立

iff M |=ρ ∀x.B iff M |=ρ A.

子情况6.2 y ̸≡ x且y ̸∈ FV (t)，

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ (∀y.B)[ tx ]

iff M |=σ ∀y.(B[ tx ])

iff M |=σ[y:=a] B[ tx ] for all a ∈ M

iff M |=σ[y:=a][x:=tM[σ[y:=a]]] B 对所有 a ∈ M成立(I.H.)

iff M |=σ[y:=a][x:=tM[σ]] B 对所有 a ∈ M成立(因为 y ̸∈ FV (t))

iff M |=σ[x:=tM[σ]][y:=a] B 对所有 a ∈ M成立(因为 y ̸≡ x)

iff M |=ρ[y:=a] B 对所有 a ∈ M成立.

iff M |=ρ ∀y.B

iff M |=ρ A.

子情况6.3 y ̸≡ x且y ∈ FV (t)，设z为新变元，

A[ tx ] ≡ (∀y.B)[ tx ] ≡ (∀z.B[ zy ])[
t
x ] ≡ ∀z.B[ zy ][

t
x ]

M |=σ A[
t
x ]

iff M |=σ (∀z.B[ zy ])[
t
x ]

iff M |=ρ ∀z.B[ zy ](子情况6.2)

iff M |=ρ[z:=a] B[ zy ] 对所有 a ∈ M成立
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iff M |=ρ[y:=a] B 对所有 a ∈ M成立

iff M |=ρ ∀y.B.

情况7. A为∃y.B 与 情况6 同理可证.

定定定义义义3.25. 设 L 为一阶语言，Ψ 为 L 的公式集.令 T 为全体 L 项之

集.Ψ 为 Hintikka 集指：

1. 若公式A为原子的，则A和¬A不能都属于Ψ.

2. 若¬¬A ∈ Ψ,则A ∈ Ψ.

3. 若A→ B ∈ Ψ，则¬A ∈ Ψ或B ∈ Ψ.

4. 若¬(A→ B) ∈ Ψ，则A ∈ Ψ或¬B ∈ Ψ.

5. 若A ∧B ∈ Ψ，则A ∈ Ψ且B ∈ Ψ.

6. 若¬(A ∧B) ∈ Ψ，则¬A ∈ Ψ或¬B ∈ Ψ.

7. 若A ∨B ∈ Ψ，则A ∈ Ψ或B ∈ Ψ.

8. 若¬(A ∨B) ∈ Ψ，则¬A ∈ Ψ且¬B ∈ Ψ.

9. 若∀x.A ∈ Ψ，则对所有t ∈ T,A[ tx ] ∈ Ψ .

10. 若¬∀x.A ∈ Ψ，则对某个t ∈ T,¬A[ tx ] ∈ Ψ .

11. 若∃x.A ∈ Ψ，则对某个t ∈ T,A[ tx ] ∈ Ψ .

12. 若¬∃x.A ∈ Ψ,则对所有t ∈ T,¬A[ tx ] ∈ Ψ .

13. t
.
= t ∈ Ψ .

14. t
.
= s→ s

.
= t ∈ Ψ .

15. t
.
= s→ (s

.
= u→ t

.
= u) ∈ Ψ .
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16. 若f为n元函数,t1, ..., tn, s1, ...sn为项，则

(∧n
i=1ti

.
= si) → f(

−→
t )

.
= f(−→s ) ∈ Ψ

17. 若p为n元谓词,t1, ..., tn, s1, ...sn为项，则

−→
t = −→s → (p(

−→
t ) → p(−→s )) ∈ Ψ

定定定理理理3.26. 若Ψ为Hintikka集，则Ψ可满足.

下面我们来证明该定理.

定定定义义义3.27. 定义T上的二元关系∼如下：

s ∼ t指s
.
= t ∈ Ψ

命命命题题题3.28. ∼为等价关系.(证明留作习题)

定定定义义义3.29. 设t ∈ T，令[t]为t关于∼的等价类，从而[s] = [t] iff s ∼ t.

引引引理理理3.30. 设[ti] = [si](i = 1, 2, ..., n),则

1. 对任何n元函数f, [f(
−→
t )] = [f(−→s )]

2. 对任何n元谓词p,若p(
−→
t ) ∈ Ψ则p(−→s ) ∈ Ψ

证明: 由定义直接证明.

1. 设t ∼ s且f为一元函数，欲证f(t) ∼ f(s)，即f(t)
.
= f(s) ∈ Ψ,

∵ t
.
= s ∈ Ψ且t

.
= s→ f(t)

.
= f(s) ∈ Ψ ∴ f(t)

.
= f(s) ∈ Ψ,

n元函数同理可证.

2. 与1同理.

定定定义义义3.31. 模型H = (H,σ)定义如下:H = {[t] | t为L之项}.

1. c为常元,cH = [c].
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2. f为n元函数,fH([t1], ..., [tn]) = [f(t1, ...tn)].

3. p为n元谓词,pH([t1], ..., [tn])真 iff p(t1, ..., tn) ∈ Ψ，

即pH = {< [t1], ..., [tn] > | p(t1, ..., tn) ∈ Ψ}.

4. σ(x) = [x]，当x为变元.

引引引理理理3.32. 对任何t，tH[σ] = [t].

证明: 对t的结构归纳即可.

引引引理理理3.33. H |=σ Ψ，即Ψ可满足.

证明: 对公式A的结构作归纳证明:

(a) 若A ∈ Ψ，则AH[σ] = T；

(b) 若¬A ∈ Ψ，则AH[σ] = F .

情况A(1.1) A为p(t)(p为n元时同理可证).

∵ A ∈ Ψ ⇒ p(t) ∈ Ψ ⇒ pH([t])真⇒ [p(t)]H[σ] = T ∴ (a)成立.

∵ ¬A ∈ Ψ ⇒ p(t) ̸∈ Ψ ⇒ pH([t])假⇒ [p(t)]H[σ] = F ∴ (b)成立.

(1.2) A为s
.
= t

∵ s
.
= t ∈ Ψ ⇒ [s] = [t] ⇒ sH[σ] = tH[σ] ⇒ (s

.
= t)H[σ] = T

∴ (a) 成立.

∵ ¬(s .
= t) ∈ Ψ ⇒ (s

.
= t) ̸∈ Ψ ⇒ [s] ̸= [t] ⇒ sH[σ] ̸= tH[σ]

⇒ (¬s .
= t)H[σ] = T ∴ (b) 成立.

情况. ¬. A为¬B

A ∈ Ψ ⇒ ¬B ∈ Ψ ⇒ [B]H[σ] = F ⇒ [A]H[σ] = T .

¬A ∈ Ψ ⇒ ¬¬B ∈ Ψ ⇒ B ∈ Ψ ⇒ [B]H[σ] = T ⇒ [A]H[σ] = F .

情况.∧. A为B ∧ C

B ∧ C ∈ Ψ ⇒ B,C ∈ Ψ ⇒ [B]H[σ] = [C]H[σ] = T ⇒ [B ∧ C]H[σ] = T .

¬(B ∧ C) ∈ Ψ ⇒ ¬B ∈ Ψ 或 ¬C ∈ Ψ ⇒ [B]H[σ] = F 或 [C]H[σ] = F

⇒ [B ∧ C]H[σ] = F .
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情况.∨. 同理.

情况.→. 同理.

情况.∀. A为∀x.B

∀x.B ∈ Ψ ⇒ B[ tx ] ∈ Ψ 对所有 t ∈ T ⇒ [B[ tx ]]H[σ] = T 对所有 t ∈ T

⇒ [B]H[σ[x:=tH[σ]]] = T 对所有 t ∈ T

⇒ [B]H[σ[x:=[t]]] = T 对所有 t ∈ T

⇒ [B]H[σ[x:=u]] = T 对所有 u ∈ H

⇒ [∀x.B]H[σ] = T；

¬∀x.B ∈ Ψ ⇒ ¬B[ tx ] ∈ Ψ 对某个 t ∈ T

⇒ [¬B[ tx ]]H[σ] = T 对某个 t ∈ T

⇒ [¬B]H[σ[x:=tH[σ]]] = T 对某个 t ∈ T

⇒ [B]H[σ[x:=[t]]] = F 对某个 t ∈ T

⇒ [B]H[σ[x:=u]] = F 对某个 u ∈ H

⇒ [∀x.B]H[σ] = F .

情况.∃. 同理可证.

注意在情况∀中，我们用到替换引理。由此引理知，定理3.26得证，它在以

后证明一阶逻辑的完全性时将被用到。
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第第第三三三讲讲讲习习习题题题

1. 设L为一阶语言，定义L的势为V ∪C ∪Q∪E ∪P ∪Lc ∪Lf ∪Lp的势，

证明每一个一阶语言的势为ℵ0.

2. 试写出群论语言 G 和 Boole 代数语言B.

3. 试用群论语言 G 写出群论公理.

4. 试用 Boole 代数语言B写出 Boole 代数公理.

5. 证明所有项之集T和所有公式之集F的势为ℵ0.

6. (括号引理)用归纳法证明在任何公式中左括号的个数等于右括号的个数.

7. 试用一阶语言表示Euclid几何的平行公理.

8. 试用一阶语言表示all that glitters is not gold.

9. 设公式A为∀x(P (x, y) ∧ ∀z∃y(y .
= z)) ∨ (x

.
= x)

求FV (A).

10. 对于以上的A，求A[ f(x)y ]和A[ f(x)x ].

11. 试给出一个算法用于从 Gödel 编码求出A的表达式.

12. 设L为初等算数语言.试给出L的 Gödel 编码.

13. 设G = {e, ∗,−1 }为群论语言，令Zn = {0, 1, · · · , n − 1}(n ≥ 2), I被定

义如下：I(e) = 0, I(∗) = +n, I(
−1) : Zn 7→ Zn, I(

−1)(z) = n − z.

令M = (Zn, I), σ(xi) = i mod n, (M,σ)为G的一个模型. 求((e ∗ e ∗

x6)
−1)M [σ]和((x6 ∗ x0)−1 ∗ x3)M [σ]. 令A为(x1x2)

−1 .
= x−1

2 x−1
1 , 求AM [σ].

14. 证明以下三个公式为永真式

(1) ∀x(x .
= x)

(2) ∀x∀y(x .
= y → y

.
= x)

(3) ∀x∀y∀z((x .
= y ∧ y .

= z) → x
.
= z)
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约定: 在以下公式 (A↔ B) 指 (A→ B) ∧ (B → A).

15. 证明以下公式为永真式

(1) (¬(A ∧B)) ↔ ((¬A) ∨ (¬B))

(¬(A ∨B)) ↔ ((¬A) ∧ (¬B))

(2) (A ∧B) ↔ (B ∧A)

(A ∨B) ↔ (B ∨A)

(3) A→ A

((A→ B) ∧ (B → C)) → (A→ C)

16. 证明:

� (¬∀xA) ↔ (∃x¬A)

� (¬∃xA) ↔ (∀x¬A)

17. 证明：在算术语言A中，令

Γ = {x > 0, x > S0, x > S20, · · · }

Γ = {x > 0, x > S0, · · · , x > Sn0} (n ∈ N+)

(1) Γn 可满足；

(2) 在标准模型N = {0, 1, · · · }中, Γ不可满足.

18. 证明：对任何公式A

(1) � ∀xA↔ ∀yA[y/x]

(2) � ∃xA↔ ∃yA[y/x]

这里y为新变元.

19. 证明以下公式永真

∀xA↔ A[t/x]

A[t/x] → ∃xA

20. 证明以下公式非永真

∃xA→ ∀xA

∀x(A ∨B) → ((∀xA) ∨ (∀xB))
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21. 设A为以下句子

∀x¬R(x, x) ∧ ∀x∀y∀z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z)) ∧ ∀x∃yR(x, y)

(1) 试给出A的一个无穷模型；

(2) 试证明A没有有穷模型.

22. 设s1和s2为M上的两个赋值，A为公式且FV (A) ⊆ {x1, · · · , xn}, t为项

且FV (t) ⊆ {x1, · · · , xn}. 证明：若∀i ≤ n, s1(xi) = s2(xi), 则

(1) tM [s1] = tM [s2]

(2) AM [s1] = AM [s2]

23. 证明：M �σ (A ∧B) ⇔ (M �σ A and M �σ B)

24. 证明：设z为新变元，(M,σ)为模型且A为公式，

M �σ ∀x.A ⇔ M �σ ∀z.A[ zx ].
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第第第四四四讲讲讲 一一一阶阶阶逻逻逻辑辑辑的的的自自自然然然推推推理理理系系系统统统

人们经二百年的努力，建立多个一阶逻辑的推理系统，为实现Leibniz的

梦想（建立一个通用语言使其能表达全部的数学问题）作出巨大的贡献，这

些系统可分成自然推理和永真推理类型.我们在本讲义中将逐一介绍，现介

绍Gentzen的自然推理系统.

定定定义义义4.1. Γ,∆ 为公式的有穷集合.Γ ⊢ ∆ 称为 矢列.Γ为其前件，∆为其后

件.G由如下公理和规则组成：

公理：Γ, A,∆ ⊢ Λ, A,Θ

规则：

¬L :
Γ,∆ ⊢ Λ, A

Γ,¬A,∆ ⊢ Λ
¬R :

Γ, A ⊢ Λ,Θ

Γ ⊢ Λ,¬A,Θ

∨L :
Γ, A,∆ ⊢ Λ Γ, B,∆ ⊢ Λ

Γ, A ∨B,∆ ⊢ Λ
∨R :

Γ ⊢ Λ, A,B,Θ

Γ ⊢ Λ, A ∨B,Θ

∧L :
Γ, A,B,∆ ⊢ Λ

Γ, A ∧B,∆ ⊢ Λ
∧R :

Γ ⊢ Λ, A,Θ Γ ⊢ Λ, B,Θ

Γ ⊢ Λ, A ∧B,Θ

→ L :
Γ,∆ ⊢ A,Λ Γ, B,∆ ⊢ Λ

Γ, A→ B,∆ ⊢ Λ
→ R :

Γ, A ⊢ Λ, B,Θ

Γ ⊢ Λ, A→ B,Θ

∀L :
Γ, A[t/x], ∀xA(x),∆ ⊢ Λ

Γ,∀xA(x),∆ ⊢ Λ
∀R :

Γ ⊢ Λ, A[y/x],Θ

Γ ⊢ Λ,∀xA(x),Θ

∃L :
Γ, A[y/x],∆ ⊢ Λ

Γ, ∃xA(x),∆ ⊢ Λ
∃R :

Γ ⊢ A[t/x], ∃xA(x),Θ
Γ ⊢ Λ, ∃xA(x),Θ
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Cut :
Γ ⊢ Λ, A ∆, A ⊢ Θ

Γ,∆ ⊢ Λ,Θ

在∀R规则和∃L规则中，变元y是一个新变元.

定定定理理理4.2. Cut规则可用其他规则导出.

该定理将由Gentzen的Hauptsatz（见第10讲）而得.

定定定义义义4.3. 设 Γ ⊢ Λ 为矢列，树 T 为 Γ ⊢ Λ 的证明树指

(1) 当 Γ ⊢ Λ 为 G公理，以 Γ ⊢ Λ 为节点的单点树 T 为其证明树.

(2) 当
Γ′ ⊢ Λ′

Γ ⊢ Λ
为 G 规则.若 T ′ 为 Γ′ ⊢ Λ′ 的证明树，则树 T :

           �            Ǒ  ! Ǒ !  !!" Ǒ     Ǒ #! #! Ǒ   ! "
Γ ⊢ Λ

Ǒ     Ǒ !  !  !
Γ ⊢ Λ

Γ
′
⊢ Λ

′

T
′ Ǒ!   ! " Ǒ     ! Ǒ !  

!   ! Ǒ !  !        Ǒ    ! "!!! !  ! !!!   
    

为 Γ ⊢ Λ 的证明树.

(3) 当
Γ1 ⊢ Λ1 Γ2 ⊢ Γ2

Γ ⊢ Λ
为 G 规则.若树 Ti 为 Γi ⊢ Λi 的证明树(i = 1, 2)，则

树 T :

           �            Ǒ  ! Ǒ !  !!" Ǒ     Ǒ #! #! Ǒ   ! " Ǒ     Ǒ !  !  !
Ǒ!   ! " Ǒ     ! Ǒ !  

!   ! T: Γ ⊢ Λ

Γ1 ⊢ Λ1

T1

Γ2 ⊢ Λ2

T2 Ǒ !  !        Ǒ    ! "!!! !  ! !!!   
    

为 Γ ⊢ Λ 的证明树.

定定定义义义4.4. 设 Γ ⊢ Λ为矢列，Γ ⊢ Λ可证（provable）指存在 Γ ⊢ Λ 的证明树.

例例例4.1. 证明下列矢列可证：

(1) ⊢ A→ A

(2) ⊢ A ∨A
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(3) ⊢ ¬(A ∧ ¬A)

证明: (1)

A ⊢ A
⊢ A→ A

→ R

(2)

A ⊢ A

⊢ A,¬A
⊢ A ∨ ¬A

∨R

¬R

(3)

A ⊢ A

A,¬A ⊢

A ∧ ¬A ⊢
⊢ ¬(A ∧ ¬A)

¬R

∧ L

¬L

例例例4.2. 证明下列矢列可证.

(1) ⊢ ∀xA(x) → A(t)

(2) ⊢ A(t) → ∃xA(x)

(3) ⊢ (∀x(P (x) → Q(x)) ∧ P (t)) → Q(t)

这里A(t)为A[ tx ]的简写.

证明: (1)

A(t),∀xA(x) ⊢ A(t)

∀xA(x) ⊢ A(t)
⊢ ∀xA(x) → A(t)

→ R

∀L

(2)

A(t) ⊢ A(t), ∃xA(x)

A(t) ⊢ ∃xA(x)
⊢ A(t) → ∃xA(x)

→ R

∃R
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(3)

P (t), ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ P (t), Q(t) Q(t), P (t), ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ Q(t)

P (t) → Q(t), P (t), ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ Q(t)

∀x(P (x) → Q(x)), P (t) ⊢ Q(t)

∀x(P (x) → Q(x)) ∧ P (t) ⊢ Q(t)

⊢ (∀x(P (x) → Q(x)) ∧ P (t)) → Q(t)
→ R

∧ L

∀L

→ L

例例例4.3. 证明 ∀xP (x) ∧ ∃yQ(y) ⊢ P (f(v)) ∧ ∃zQ(z) 可证.

证明: y1 为新变元.

P (f(v)), ∀xP (x), ∃yQ(y) ⊢ P (f(v))
∀xP (x), ∃yQ(y) ⊢ P (f(v))

∀L

∀xP (x), Q(y1) ⊢ Q(y1), ∃zQ(z)

∀xP (x), Q(y1) ⊢ ∃zQ(z)
∃R

∀xP (x), ∃yQ(y) ⊢ ∃zQ(z)
∃L

∀xP (x),∃yQ(y) ⊢ P (f(v)) ∧ ∃zQ(z)

∀xP (x) ∧ ∃yQ(y) ⊢ P (f(v)) ∧ ∃zQ(z)
∧ L

∧R

例例例4.4. 证明 Γ1 ⊢ A,A ⊢ Γ3 可证，则 Γ1 ⊢ Γ3 可证.

证明: 用Cut 规则即可.

命命命题题题4.5.

A1, ..., An ⊢ B1, ..., Bn可证⇔
m∧
i=1

Ai ⊢
m∨
i=1

Bi可证.

证明: “⇒” 设 A1, ..., An ⊢ B1, ..., Bn 可证

A1, ..., An ⊢ B1, ..., Bn∧m
i=1Ai ⊢ B1, ..., Bn

∧ L

∧m
i=1Ai ⊢

∨m
i=1Bi

⊢
∧m

i=1Ai →
∨m

i=1Bi
→ R

∨R
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这里证明中的双横线表示多次使用规则.

“ ⇐ ”设
m∧
i=1

Ai ⊢
m∨
i=1

Bi可证

1⃝ A1, ..., An ⊢
m∧
i=1

Ai可证

2⃝ ∵
{Bi ⊢ B1, ..., Bm | i = 1, 2, ...,m}∨m

i=1Bi ⊢ B1, ..., Bn
∨ L

∴
m∨
i=1

Bi ⊢ B1, ..., Bn可证

3⃝
m∧
i=1

Ai ⊢
m∨
i=1

Bi可证

一一一些些些导导导出出出规规规则则则：

1⃝ 反证法规则：
¬A,Γ ⊢ B ¬A,Γ ⊢ ¬B

Γ ⊢ A

证明: 证明树如下：

¬A,Γ ⊢ B

¬A,Γ ⊢ ¬¬B
¬L,¬R

¬A,Γ ⊢ ¬B
¬A,Γ,¬¬B ⊢

¬L

¬A,Γ ⊢
Γ ⊢ ¬¬A

¬R

Cut
A ⊢ A

⊢ A,¬A
¬¬A ⊢ A

¬L

¬R

Γ ⊢ A
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2⃝ 分情况规则：
A,Γ ⊢ B ¬A,Γ ⊢ B

Γ ⊢ B

证明: 证明树如下：

A,Γ ⊢ B
Γ ⊢ B,¬A

¬R ¬A,Γ ⊢ B

Γ ⊢ B
Cut

3⃝ 逆否推演：
Γ ⊢ A→ B

Γ ⊢ ¬B → ¬A

证明: 证明树如下：

Γ ⊢ A→ B A→ B ⊢ ¬B → ¬A
Γ ⊢ ¬B → ¬A

Cut

这里：

A,A→ B ⊢ B
¬B,A,A→ B ⊢

¬B,A→ B ⊢ ¬A
A→ B ⊢ ¬B → ¬A

4⃝ 矛盾规则：
Γ ⊢ A Γ ⊢ ¬A

Γ ⊢ B

证明: 证明树如下：

Γ ⊢ A
Γ ⊢ A,B
¬A,Γ ⊢ B

Γ ⊢ ¬A
Γ ⊢ ¬A,B

Γ ⊢ B
Cut

5⃝ MP：
Γ ⊢ A Γ ⊢ A→ B

Γ ⊢ B
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证明:

∵
A ⊢ A,B A,B ⊢ B

A,A→ B ⊢ B
∴ A,A→ B ⊢ B 可证.

Γ ⊢ A→ B

Γ ⊢ A A,A→ B ⊢ B
Γ, A→ B ⊢ B

Γ ⊢ B
Cut

6⃝ 三段论：
Γ ⊢ A(t) Γ ⊢ ∀x(A(x) → B(x))

Γ ⊢ B(t)

证明: 证明树如下：

Γ ⊢ ∀x(A(x) → B(x))

A(t) → B(t), ∀x(A(x) → B(x)) ⊢ A(t) → B(t)

∀x(A(x) → B(x)) ⊢ A(t) → B(t)

Γ ⊢ A(t) → B(t)
Cut

Γ ⊢ A(t)
Γ ⊢ B(t)

这些导出规则在以后的证明中皆可被运用.

G系统的上层理论（Meta-theory）主要包括关于可靠性（Soundness）、

完全性（Completeness）、协调性（Consistency）和紧性（Compactness）等

性质的一系列定理.

下面我们介绍语义性质.

定定定义义义4.6. 设Γ ⊢ △为矢列，Γ为{A1, ..., An}，∆ 为{B1, ...Bm}，Γ ⊢ ∆ 有效(记

为Γ |= ∆)指|= (
n∧

i=1

Ai) → (
m∨
j=1

Bj).这里

(1) 当n = 0,m ̸= 0时，即Γ空且∆非空时，|= ∆ 指(
m∨
j=1

Bj)

(2) 当n ̸= 0,m = 0时,即∆空时，Γ |= 指|= ¬(
n∧

i=1

Ai)
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(3) 当n = 0,m = 0时，即Γ，∆皆空，约定{} |= {} 非有效.

Γ ⊢ ∆有反例指Γ ⊢ ∆非有效.

命命命题题题4.7.

(1) A1, ..., An ⊢ B1, ..., Bm有效 iff 对任何M和σ，M |=σ ¬Ai for some i ∈

{1, ..., n}或M |=σ Bi for some j ∈ {1, ...,m}

(2) A1, ..., An ⊢ B1, ..., Bm有反例 iff 存在M和σ 使M |=σ Ai for all i ∈

{1, ..., n}且M |=σ ¬Bj for all j ∈ {1, ...,m}

引引引理理理4.8. G的公理有效.

证明: 易见.

引引引理理理4.9. 对于除 Cut 外 G 的规则，所有上矢列有效 iff 相应的下矢列有效.

证明: 只需证对规则R,下矢列有反例 iff 至少有一个上矢列有反例.下面举一情

况说明：

情况 ¬L: ¬L :
Γ ⊢ A,Λ
Γ,¬A ⊢ Λ

，设 Γ 为 {A1, ..., Am, },Λ 为 {B1, ..., Bn}.

Γ,¬A ⊢ Λ 有反例 ⇐⇒ 存在M 和 σ 使M |=σ Ai 对所有 i ≤ m 且 M |=σ

¬Bi 对所有 j ≤ n 且 M |=σ ¬A⇐⇒ Γ,¬A ⊢ Λ 有反例.

其他情况同理可证.

引引引理理理4.10. 对于Cut :
Γ ⊢ A,Λ ∆, A ⊢ Θ

Γ,∆ ⊢ Λ,Θ
, 若Γ ⊢ A,Λ 和∆, A ⊢ Θ 有效，

则Γ,∆ ⊢ Λ,Θ有效，反之不然.

证明: ∵ Γ ⊢ Λ,Θ有反例=⇒有M和σ 使,Γ,∆ 中公式皆真，而Λ,Θ中公式皆

假=⇒
当M �σ A时,∆, A ⊢ Θ有反例

当M �σ ¬A时,Γ ⊢ A,Λ有反例
=⇒ upper 矢列之一有效.

∴ 2个upper 矢列皆有效=⇒ the lower 矢列有效，反之不然.

反例见下：

⊢ ¬(A ∨ ¬A) ¬(A ∨ ¬A) ⊢ (A ∨ ¬A)
⊢ A ∨ ¬A

Cut
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⊢ A ∨ ¬A有效，但⊢ ¬(A ∨ ¬A)不然.

定定定义义义4.11 (Soundness). 若Γ ⊢ ∆则Γ |= ∆,从而⊢ A⇒|= A.

证明: 对Γ ⊢ ∆的证明树的结构归纳证明Γ ⊢ ∆...(∗)

(1) 对Γ ⊢ ∆为公理，则易见Γ |= ∆( 引理4.8 )

(2) Γ ⊢ ∆的证明树呈形：

      �        �!  !!    !!!    !  ! ! !     ! !      � ! ! ! !! !   "     "    "!   !        "     ! !   !    """!!!   ! !  ! # $  #$!! "    Ǒ ! ""!$  # !!
Γ ⊢ Λ

Γ1 ⊢ Λ1

! # !!$  # !!由I.H.知，Γ1 |= Λ1从而Γ |= ∆( 引理4.9 )

(3) Γ ⊢ ∆的证明树呈形：

Γ ⊢ Λ

Γ1 ⊢ Λ1

T1

Γ2 ⊢ Λ2

T2

                   !!! ! "  Ǒ             !  ! # Ǒ $!     !   """!!!  Ǒ !      ! ! � !       #Æ !  !Ǒ    #Æ !   # "! !Ǒ          !#$"!"% !   "  "%   "%      !!    !  "!!"  

由I.H.知，Γ1 |= Λ1,Γ2 |= Λ2从而Γ |= ∆( 引理4.9 )

故Γ |= ∆.

命命命题题题4.12. 若 Γ ⊢ ∆ 则 Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ.

证明: 对Γ ⊢ ∆的证明结构作归纳.

奠基： Γ ⊢ ∆为公理,从而Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ 亦然.

归纳假设(I.H.)： 设(1)
Γ′ ⊢ ∆′

Γ ⊢ ∆
R1 或(2)

Γ′ ⊢ ∆′ Γ′′ ⊢ ∆′′

Γ ⊢ ∆
R2 且Γ′,Θ ⊢ ∆′,Ψ, Γ′′,Θ ⊢ ∆′′,Ψ

可证,这里R1和R2为G规则.
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归纳步骤： ∵
Γ′,Θ ⊢ ∆′,Ψ

Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ
R1或

Γ′,Θ ⊢ ∆′,Ψ Γ′′,Θ ⊢ ∆′′,Ψ

Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ
R2由I.H.知Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ可

证.故Γ ⊢ ∆

由I.H.知,Γ,Θ ⊢ ∆,Ψ可证.故Γ ⊢ ∆.
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第第第四四四讲讲讲习习习题题题

1. 证明以下矢列在G中可证：

(1) A ∨B ⊢ B ∨A

(2) A ∧B ⊢ B ∧A

(3) A→ B,B → C ⊢ A→ C

(4) A ⊢ ¬¬A

(5) ¬¬A ⊢ A

(6) ⊢ ¬(A ∨B) → ((¬A) ∧ (¬B))

(7) ⊢ ¬(A ∧B) → ((¬A) ∨ (¬B))

(8) ¬(A→ B) ⊢ A

(9) ⊢ ¬∀xA(x) → ∃x¬A(x)

(10) ⊢ ¬∃xA(x) → ∀x¬A(x)

2. 证明若Γ ⊢ ∆可证，则Γ,Θ ⊢ ∆,Λ可证.

3. 证明⊢ A→ B可证当且仅当A ⊢ B可证.

4. 定定定义义义1(子公式).设A为公式，A的所有子公式的集合Sub(A)定义如下：

(1) 当A为原子公式时，Sub(A) = {A};

(2) 当A为¬B时，Sub(A) = Sub(B) ∪ {A};

(3) 当A为B ∗C时，Sub(A) = Sub(B)∪Sub(C)∪{A};其中∗ ∈ {∧,∨,→}

(4) 当A为Qx.B时，Sub(A) =
∪

t∈T {Sub(B[ tx ])}∪{A}；其中Q ∈ {∀, ∃}，T是

全体项之集.

证明若Γ ⊢ ∆在G中存在一个无Cut证明树，则该证明树中仅含Γ ⊢ ∆中公

式的子公式.(子公式性质)

5. 证明空矢列{} ⊢ {}在G中不可证.

6. 证明以下矢列不可证，这里P为二元谓词:

∀xP (x, x), ∀x∀y(P (x, y) → P (y, x)) ⊢ ∀x∀y∀z((P (x, y)∧P (y, z)) → P (x, z))
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第第第五五五讲讲讲 集集集合合合论论论的的的公公公理理理系系系统统统

本讲介绍集合论的公理系统ZF，它是建立在一阶逻辑上的，其中的选择公

理将被多次用于以下各讲中.

集合是一个原始（primitive）概念，没有严格的定义，只有描述.集合论

创始人G. Cantor对集合的刻划：“吾人直观或思维之对象，如为相异而确

定之物，其总括之全体即谓之集合，其组成此集合之物谓之集合之元素.通

常用大写字母表示集合，如A、B、C等，用小写字母表示元素，如a、b、c

等.若集合A系由a、b、c 等诸元素所组成，则表如A = {a, b, c...}，而a为A之元

素，亦常用a ∈ A之记号表之者，a非A 之元素，则记如a ̸∈ A.”（肖文灿译

于1939年，《集合论初步》，商务印书馆）

例：{1, 2, 3}为集合，自然数之全体为集合.而如甚大之数或与点P接近之

点，则不能为集合，因其界限不清.

集合中的元素互异，我们把元素的重复出现看作一次出现，如{2, 2, 3, 3} =

{2, 3}.

既然Cantor教授提到“总括之全体”，那么怎样总括呢？这里有两条重要

原则：

外延原则：集合由其元素完全决定，A = B ↔ ∀x(x ∈ A↔ x ∈ B).

概括原则：对于人们直观或思维之对象x的任一性质P (x)，存在集合S 其

元素恰为具性质P的那些对象，记为S = {x|P (x)}.

从而对任何a，a ∈ S ↔ P (a)，例：{1, 2, 3} = {x|x = 1 ∨ x = 2 ∨ x = 3}

然由{x|P (x)}未必产生集合，B. Russell在1902年给出反例，这就是著名

的Russell悖论.Russell悖论：令R = {x|x ̸∈ x}，从而若R为集合则R ∈ R ↔
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R ̸∈ R从而矛盾，故R不为集合.由Russel悖论人们重新审视集合论，修改概括

原则，用形式方法讨论集合论，这样导致公理集合论的产生.

集合论语言为特殊的一阶语言：

1. 等词符：
.
=

2. 谓词符：∈(二元)

3. 常元符：∅（空集符）

4. 函数符：无（偶尔有对偶函数符{,}(二元)，幂集函数符P（一元），併集

函数符∪（一元））

5. 变元由x,y,z和A,B,C等表示

约定：

1. A ⊆ B指∀x(x ∈ A→ x ∈ B);

2. x ̸∈ A指¬(x ∈ A);

3. {a}指{a,a};

4. a+指a ∪ {a};

5. A ∪B指∪{A,B};

6. A ∩B指{x|x ∈ A ∧ x ∈ B};

7. (∀x ∈ A)φ 指∀x(x ∈ A→ φ);

8. (∃x ∈ A)φ指∃x(x ∈ A ∧ φ);

62



Zermelo与Fraenkel在二十世纪初建立集合论的公理系统，用公理来刻划集

合.

1. 外延性公理：

∀A∀B [∀x(x ∈ A↔ x ∈ B) → A = B]

2. 空集公理：

∃B∀x(¬(x ∈ B))

由外延性公理可知这样的B是唯一的，人们把这样的B称为空集，并

记为∅,在有Russell的ι-算子的语言中，∅即为ιB.∀x(¬(x ∈ B)).若S中有常

元∅,则空集公理为∀x(x ̸∈ ∅);

3. 对偶公理：

∀u∀v∃B∀x(x ∈ B ↔ (x = u ∨ x = v))

这样的B存在唯一.若S中有函数{,}，则对偶公理为

∀u∀v(x ∈ {u, v} ↔ (x = u ∨ x = v))

4. 併集公理：

∀A∃B∀x [x ∈ B ↔ (∃b ∈ A)(x ∈ b)]

这样的B是唯一的.若S中有函数∪，则併集公理为

∀A∀x(x ∈ ∪A↔ (∃b ∈ A)(x ∈ b)).

取A为{u, v}，我们有∀x(x ∈ ∪{u, v} ↔ (∃b ∈ {u, v})(x ∈ b))，从而

∀x(x ∈ u ∪ v ↔ (x ∈ u ∨ x ∈ v))

5. 幂集公理：

∀a∃B∀x(x ∈ B ↔ x ⊆ a)

这样的B存在唯一，若S中有函数P，则幂集公理为

∀x(x ∈ P(a) ↔ x ⊆ a)

6. 子集公理：

对于任何S-公式φ,若FV (φ) = {x1, ..., xk}且B ̸∈ FV (φ),则

∀x⃗ ∀C∃B∀x(x ∈ B ↔ (x ∈ C ∧ φ)).

这样的B存在唯一且为C的子集，以Cantor的概括记号，B可表示为{x|x ∈

C ∧ φ} 或{x ∈ C|φ}，这修正了原来的概括原则以避免Russell悖论.
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事实上，{a, b} = {x|x = a ∨ x = b},

P(a) = {x|x ⊆ a},

∪A = {x|(∃b ∈ A)(x ∈ b)}

7. 无穷公理：

∃A(∅ ∈ A ∧ (∀a ∈ A)(a+ ∈ A))

这样的A不唯一.

称满足∅ ∈ A ∧ (∀a ∈ A)(a+ ∈ A)的A为归纳集，记为Ind(A).取A 为由无

穷公理保证存在的归纳集，令N = {x|x ∈ A ∧ ∀B(Ind(B) → x ∈ B)}

由子集公理知这样的N是存在的，N被定义为自然数集.若我们定义O ,
∅,suc(n) = n+ 则可证(N, O, Suc) 为Peano算术的模型.

8. 替换公理：

对于任何S-公式φ(x, y)其不含B且FV (φ) = {x, y, t1, ..., tk}，

∀t⃗ ∀A[(∀x ∈ A)(∀y1∀y2(φ(x, y1) ∧ φ(x, y2) → y1
.
= y2)

→ ∃B∀y(y ∈ B ↔ (∃x ∈ A)(φ(x, y))))]，

用集合论记号，替换公理即为

对于函数F 和集合A，F [A]为集合.

9. 正则公理：

∀A(¬(A = ∅) → (∃a ∈ A)(a ∩A = ∅))

由正则公理知不存在这样的链

... ∈ an+1 ∈ an ∈ ... ∈ a1 ∈ a0 且A = {a0, a1, ..., ...}

最后介绍一个极其重要的公理―选择公理（Axiom of Choice,简记为AC）.

选择公理：

∀A∃τ((τ : P (A)− {∅} → A) ∧ (∀B ∈ (P (A)− {∅}))(τ(B) ∈ B))

以上的τ 被称为选择函数.

选择公理有许多等价的表达(参见 Jech, T. (2006)).

AC与Zorn引理等价.

Zorn引理：设S为偏序集，若S中的每个链皆有界，则S有极大元.
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集合论的公理系统ZF是由公理1 - 9组成.ZFC指ZF+AC.我们有著名的独立

性结果：

定理(1) con(ZF ) ⇒ con(ZF +AC)

(2) con(ZF ) ⇒ con(ZF + ¬AC)

即AC是独立于ZF的.

这样我们用一阶语言描述了集合论的公理系统ZF.
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第第第六六六讲讲讲 完完完全全全性性性定定定理理理

一阶逻辑的完全性定理是数理逻辑的基本定理之一，非常重要.它由K.

Gödel于1930年代证明.本讲中我们给出带等词的一阶逻辑的完全性定理，证明

方法采用Henkin在1950年代给出的方法，这里利用极大协调集的方法，故我们

首先引入无穷公式集的协调性和极大协调性，然后定义带等词的一阶逻辑Ge，

最后证明完全性定理.

设L为一阶语言，我们采用的语言是可数语言，即变元集为可数无穷集，

从而全体项之集和全体公式之集皆为可数无穷集.

定定定义义义6.1. 设Γ为公式集

1) Γ矛盾指存在Γ的有穷集∆使∆ ⊢在G中可证；

2) Γ协调指Γ不矛盾；

3) Γ协调（consistent）记为Con(Γ), Γ矛盾记为Incon(Γ).

命命命题题题6.2. 以下四点等价：

1) Incon(Γ)；

2) 存在公式A,存在Γ的有穷子集∆使∆ ⊢ A和∆ ⊢ ¬A可证；

3) 对任何公式A,存在Γ的有穷子集∆使∆ ⊢ A;

4) 对任何公式A,存在Γ的有穷子集∆使∆ ⊢ A和∆ ⊢ ¬A可证.
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证明: (1)⇒ (2):

因为 ∆ ⊢ 可证 ⇒ ∆ ⊢ A 且 ∆ ⊢ ¬A 可证；

(2) ⇒ (3):

因为 ∆ ⊢ A 且 ∆ ⊢ ¬A 可证 ⇒ ∆ ⊢ 可证 ⇒ ∆ ⊢ B可证；

(3) ⇒ (4) 易见；

(4) ⇒ (1):

因为 ∆ ⊢ A, ∆ ⊢ ¬A 可证 ⇒ ∆ ⊢ 可证.

我们同理可证：

命命命题题题6.3. 设Γ为公式集，以下四点等价：

1) Con(Γ)；

2) 对任何 Γ 的有穷子集∆, ∆ ⊢在G中不可证；

3) 对任何公式A,对任何 Γ 的有穷子集∆，∆ ⊢ A不可证或∆ ⊢ ¬A不可证;

4) 存在公式A,使对任何 Γ 的有穷子集∆，∆ ⊢ A不可证.

定定定义义义6.4. 设Γ为公式集，Γ为极大协调的（maximally consistent）指

1) Con(Γ)和

2) 对任何公式集 ∆, 若Con(∆) 且 Γ ⊆ ∆ 则 Γ = ∆.

命命命题题题6.5. Γ为极大协调当且仅当

1) Con(Γ)和

2) 对任何公式 A, 若Con(Γ ∪ {A}) 则 A ∈ Γ.

证明: “⇒”设 Γ为极大协调，从而 Con(Γ),现设 Con(Γ∪{A}),因为 Γ∪{A} ⊇

Γ, 故 Γ ∪ {A} = Γ, 因此 A ∈ Γ.

“⇐”设 Con(Γ)且对任何A有 Con(Γ∪{A}) ⇒ A ∈ Γ,现设 Con(∆)且 Γ ⊆

∆, 反设 Γ ̸= ∆ , 从而有 A ∈ ∆ − Γ; ∵ Γ ∪ {A} ⊆ ∆, 从而 Con(Γ ∪ {A}),

故 A ∈ Γ 矛盾.

67



命命命题题题6.6. 设 Γ 为极大协调当且仅当

1) Con(Γ)和

2) 对任何公式 A, A ∈ Γ 或 ¬A ∈ Γ.

证明: “⇒”： 设 Γ 极大协调, 1)易见；2) 对于 A, 反设 A /∈ Γ 且 ¬A /∈ Γ.

从而由命题6.5知 Incon(Γ ∪ {A}) 且 Incon(Γ ∪ {¬A})

从而存在 ∆1 和 ∆2 其为 Γ 的有穷子集使 ∆1, A ⊢ 和 ∆2,¬A ⊢ 可证，从

而 ∆1,∆2 ⊢ 可证，因此Incon(Γ)，矛盾！

“⇐”：设 1)和2), 由命题6.5，我们只需证若Con(Γ ∪ {A}),则 A ∈ Γ,

由2)知 A ∈ Γ或 ¬A ∈ Γ成立，而 ¬A ∈ Γ 与Con(Γ∪{A})矛盾，故 ¬A /∈ Γ ,因

此 A ∈ Γ.

命命命题题题6.7. 设 Γ 为极大协调集，A 为公式，存在 Γ 的有穷子集 ∆ 使 ∆ ⊢ A 可

证当且仅当A ∈ Γ.

证明: “⇒”：设 ∆ ⊢ A 可证，从而Con(Γ ∪ {A}), 若不然 Incon(Γ ∪ A) , 则

存在 Γ 的有穷子集 ∆′ 使 ∆′, A ⊢ 可证，故∆,∆′ ⊢ 可证与 Con(Γ) 矛盾！

故A ∈ Γ.

“⇐” 易见.

命命命题题题6.8.

1) 若 Γ 可满足，则 Con(Γ)；

2) 若 Γ 矛盾，则 Γ 不可满足.

证明: 1) 设 Γ 可满足，从而有 M 和 σ 使 M �σ Γ, 反设 Incon(Γ), 从而存在有

穷 ∆ ⊆ Γ 使 ∆ ⊢ A ∧ ¬A 可证. ∵ M �σ Γ, ∴ M �σ ∆, 从而 M � A ∧ ¬A，矛

盾.

2)为1)的逆否命题.

命命命题题题6.9. 设 Γ 为有穷公式集且 Con(Γ)

1) 若 Γ ⊢ A 可证，则 Con(Γ ∪ {A});

2) 若 Γ ⊢ A 不可证，则 Con(Γ ∪ {¬A}).

68



证明: 1)设 Γ ⊢ A且 Con(Γ),反设 Incon(Γ∪{A}),从而 Γ, A ⊢可证，故 Γ ⊢可

证与 Con(Γ) 矛盾！

2) 若 Incon(Γ ∪ {¬A}) 则 Γ,¬A ⊢ 可证，从而 Γ ⊢ A 可证.

在以前给出一阶谓词演算的G系统中没有出现等词 =̇, 现在我们给出带等

词的一阶谓词演算Ge（有些教科书中记为G=）

定定定义义义6.10. Gentzen系统 Ge 由 G 加上3个等词公理组成：

1) 若 ⊢ s=̇s, 这里s为任何项;

2) 若 s1=̇t1, · · · , sn=̇tn ⊢ f(s1, · · · , sn)=̇f(t1, · · · , tn), 这里 f 为任何 n 元函数

（n = 1, 2, · · ·）, 对于i 6 n，si 和 ti 为任何项；

3) s1=̇t1, · · · , sn=̇tn, p(s1, · · · , sn) ⊢ p(t1, · · · , tn), 这里 p 为任何 n 元谓词

（含等词）（n = 1, 2, · · ·）,对于i 6 n，si 和 ti 为任何项.

约约约定定定6.11.

1) t⃗ 表示 (t1 · · · tn)， s⃗ 表示 (s1 · · · sn)，即采用矢量记法;

2) f (⃗t) 表示 f(t1 · · · tn)，当 f 为 n 元函数；

3) p(⃗t) 表示 p(t1 · · · tn)，当 p 为 n 元谓词；

4) (s⃗=̇t⃗) 表示 (· · · ((s1=̇t1) ∧ (s2=̇t2)) ∧ · · · ∧ (sn=̇tn) · · · ).

命命命题题题6.12. 以下矢列在 Ge 中可证

1) ⊢ (s=̇s);

2) ⊢ (s=̇t) → (t=̇s);

3) ⊢ (s=̇t) → (t=̇u→ s=̇u);

4) ⊢ (s⃗=̇t⃗) → f(s⃗)=̇f (⃗t);

5) ⊢ (s⃗=̇t⃗) → (p(s⃗) → p(⃗t)).

这里s, t, u 为任何项，f 为任何 n 元函数，s⃗, t⃗的长度为 n , 以及 p 为任何 n 元

谓词.
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证明: 1) 易见；

2) 和 3) 可由 1) 和 5) 在 G 中推出（留作习题）;

4) 由等词公理 2) 即得；

5) 由等词公理 3) 即得.

命命命题题题6.13. 令 Γe 为以下句子组成的集合：

∀x(x=̇x), ∀x⃗∀y⃗(x⃗=̇y⃗ → f(x⃗)=̇f(y⃗)) 这里 f 为任何函数,

∀x⃗∀y⃗(x⃗=̇y⃗ → (p(x⃗) → p(y⃗))) 这里 p 为任何谓词.

我们有 Γ ⊢ ∆ 在 Ge 中可证 ⇔ Γe,Γ ⊢ ∆ 在 G 中可证.

证明: 留作习题.

定定定理理理6.14 (Soundness). 若 Γ ⊢ ∆ 在 Ge 中可证，则 Γ |= ∆.

证明: 只需证3条等词公理是永真的，而这是易见的.

以下我们将证明完全性定理：

若 Γ |= ∆，则 Γ ⊢ ∆ 在 Ge 中可证.

定定定义义义6.15 (Henkin集). 设 Γ 为公式集， Γ 为 Henkin 集指

1) Γ 极大协调;

2) 若 ∃x.A ∈ Γ 则有项 t 使 A[ tx ] ∈ Γ .

定定定义义义6.16. 设 L 为一阶语言且 ||L || = ℵ0, 令 L ′ = L ∪ {cn | n ∈ N}.

定定定理理理6.17. 设 Φ为公式集且 Con(Φ),则存在L ′公式集Ψ使Ψ ⊇ Φ且Ψ为L ′的Henkin集.

证明: 设 L 的全体公式为 φ0, φ1, · · · , φn, · · · (n ∈ N).令



Ψ0 = Φ

Ψn+1 =


Ψn ,若 Incon(Ψn ∪ {φn})

Ψn ∪ {φn} ,若 Con(Ψn ∪ {φn}) 且 φn 不呈形 ∃x.A

Ψn ∪ {φn, A[
c
x ]} ,若 Con(Ψn ∪ {φn}) 且 φn 呈形 ∃x.A
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这里 c 为 {cn | n ∈ N} 中不曾使用过的新常元.

而令

Ψ = ∪{Ψn | n ∈ N}

我们有：

(1) Φ ⊆ Ψ;

(2) 对所有n ∈ N，Con(Ψn);

(3) Con(Ψ)；

(4) 在 Ψn 中出现的新常元是有穷的；

(5) Ψ 极大协调；

(6) Ψ 为 Henkin 集.

(1) Φ ⊆ Ψ 易见;

(2) 对 n 归纳证明 Con(Ψn) 如下：

奠基： n = 0 ∵ Ψ0 = Φ ∴ Con(Ψ0)

归纳假设：设 Con(Ψn)

归纳步骤：欲证 Con(Ψn+1)

情况 1. Incon(Ψn ∪ {φn}), 从而 Ψn+1 = Ψn, 故由 I.H.知 Con(Ψn+1) ;

情况 2. Con(Ψn ∪ {φn}) 且 φn 不呈形 ∃x.A, 从而 Con(Ψn+1);

情况 3. Con(Ψn∪{φn})且 φn呈形 ∃x.A,这时可设 φn ≡ ∃x.A, Ψn+1 =

Ψn ∪ {φn, A[
c
x ]}, 反设 Incon(Ψn+1) , 从而存在有穷集 ∆′ ⊆

Ψn+1使∆′ ⊢可证，从而存在有穷集∆ ⊆ Ψn使∆,∃x.A,A[ cx ] ⊢可

证，使其证明树为 T , 在 T 中将 c 替换成新变元 y, 从

而∆, ∃x.A,A[ yx ] ⊢可证.因此由 ∃L知∆, ∃x.A ⊢可证，与 Con(Ψn∪

{φn}) 矛盾.

(3) 欲证 Con(Ψ) 反设 Incon(Ψ), 从而存在 Ψ 的有穷子集 ∆ 使 ∆ ⊢ 可

证. ∵ ∆ 有穷，不妨设 ∆ = {A1, · · · , Ak} ∴ Ai(i = 1, 2, · · · , k) ∈ Ψ =

∪{Ψn | n ∈ N}, 故对每个 i ≤ k, 有 ni 使 Ai ∈ Ψni , 因此有 l 使对每

个 i ≤ k, Ai ∈ Ψl, 从而 ∆ ⊆ Ψl, 然而 Con(Ψl), 与 ∆ ⊢ 可证矛盾.
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(4) 对 n 归纳证明即可.

(5) Ψ 极大协调

我们已证 Ψ协调，现只需证极大性.由前命题知只需证若 Con(Ψn∪{φn})，

则 φn ∈ Ψ, 设 Con(Ψ ∪ {φn}), 从而 Con(Ψn ∪ {φn}), 从而 φn ∈ Ψn+1, 因

此， φn ∈ Ψ;

(6) Ψ 为Henkin集，对于公式 ∃x.A ∈ Γ , 设 ∃x.A 为 φn, ∵ φn ∈ Ψ ∴
Con(Ψn ∪ {φn}), 故 A[ cx ] ∈ Ψn+1, 从而 A[ cx ] ∈ Ψ.

定定定理理理6.18. 若 Γ 为Henkin集，则 Γ 为Hintikka集.

证明: 设 Γ 为Henkin集，对照Hintikka集的定义逐条验证如下：

(1) 这里因为Con(Γ);

(2)设 ¬¬ ∈ Γ , ∵ ¬¬A ⊢ A可证, ∴ Γ ⊢ A可证，又 ∵ Γ极大协调，∴ A ∈ Γ;

(3) 设 A → B ∈ Γ, 反设 ¬A /∈ Γ 且 B /∈ Γ, 由命题 6.6，A ∈ Γ 且 ¬B ∈ Γ,

∵ A,A→ B ⊢ B 可证，∴ B ∈ Γ 矛盾;

(4) 设 ¬(A→ B) ∈ Γ, ∵ ¬(A→ B) ⊢ A,¬(A→ B) ⊢ ¬B 可证，

∴ A ∈ Γ 且 ¬B ∈ Γ (由命题 6.7);

(5) 设 A ∧B ∈ Γ, ∵ A ∧B ⊢ A,A ∧B ⊢ B 可证，∴ A,B ∈ Γ;

(6) ¬(A ∧B) ∈ Γ, 反设 ¬A /∈ Γ 且 ¬B /∈ Γ，从而由命题 6.6 知 A ∈ Γ 且

B ∈ Γ，∵ A,B ⊢ A ∧B 可证，∴ A ∧B ∈ Γ 与¬(A ∧B) ∈ Γ 矛盾;

(7)-(8) 同理可证；

(9)-(10)在 L 不含联结词 ↔ 的情况下可删去;

(11) 设 ∀x.A ∈ Γ , ∵ ∀x.A ⊢ A[ tx ] 可证, ∴ A[ tx ] ∈ Γ;

(12)设 ¬∀x.A ∈ Γ , ∵ ¬∀x.A ⊢ ∃x.¬A可证, ∴ ∃x.¬A ∈ Γ,又 ∵ Γ为Henkin集,

∴ 有 t 使 ¬A[ tx ] ∈ Γ;

(13)-(14) 与 (11)-(12) 同理可证；

(15)-(19)由命题 6.7 即得.
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定定定理理理6.19. 若 Γ 协调，则 Γ 可满足.

证明: Γ 协调

⇒ 存在Henkin集 Ψ ⊇ Γ

⇒ Ψ ⊇ Γ 且 Ψ 为Hintikka集

⇒ Ψ ⊇ Γ 且 Ψ 可满足

⇒ Γ 可满足.

定定定理理理6.20 (Completeness). Γ ⊢ A ⇔ Γ |= A

证明: “⇒” 为Soundness；

“⇐” 设 Γ |= A

情况1. Incon(Γ), 易见 Γ ⊢ A 可证；

情况2. Con(Γ)，反设 Γ ⊢ A 不可证，从而 Con(Γ ∪ {¬A}),

故有 M 和 σ 使 M |=σ Γ ∪ {¬A} 与 M |=σ A 矛盾.

定定定理理理6.21 (Compactness). 设 Γ为公式集，若对任何 Γ的有穷子集∆，有∆可

满足，则 Γ 可满足.

证明: 反设 Γ不可满足，则 Incon(Γ),从而存在 Γ的有穷子集∆使∆ ⊢ A∧¬A,

从而 ∆ 不可满足，矛盾.

我们将在第十四讲给出Compactness定理的纯语义证明，一个直接证明.
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第第第六六六讲讲讲习习习题题题

1. 设 Φ 与 Ψ 为公式集，且 Con(Φ) 与 Con(Ψ), 证明：

(1)Con(Φ ∩Ψ); (2)举例说明 Con(Φ ∪Ψ) 未必成立.

2. 设 Φ 为公式集，且 Φ 极大协调，证明：

(1) 若 A ∈ Φ 且 A→ B ∈ Φ, 则 B ∈ Φ;

(2) 若 ∀x.A ∈ Φ, 则对任何项 t, A[ tx ] ∈ Φ.

3. 证明一阶语言L的任何协调公式集可扩张为L的一个极大协调公式集.

4. 证明命题 6.12. 2) 和 6.12. 3) .

5. 设L为可数的一阶语言，若 Φ 有模型，则 Φ 有论域为可数集的模型.

6. 证明：若 Γ, A[ cx ] � B, 则 Γ, ∃x.A � B, 这里 Γ 为有穷公式集，A,B 为公

式，c 为常元其不出现于 Γ, A,B 中.

7. 完全性定理告诉我们，每个句子或者有一个证明，或者有一个反例模

型(即一个结构在其中它为假).对于以下的句子，或者给出它在 G 中的证

明，或者给出它的反例模型.

(1) ∀x(P (x) → ∀yP (y))

(2) (∃xP (x) → ∀yQ(y)) → ∀z(P (z) → Q(z))

(3) ∀z(P (z) → Q(z)) → (∃xP (x) → ∀yQ(y))

(4) ¬∃y∀x(R(x, y) ↔ ¬R(x, x))

这里 P,Q,R 为谓词，A↔ B 为 (A→ B) ∧ (B → A) 的简写.
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第第第七七七讲讲讲 Herbrand定定定理理理

Herbrand定理是数理逻辑基本定理之一，它由法国Jacques Herbrand博

士(1908-1931)于1930年给出，此定理的表现形式有若干种(参见Buss S.R.(1998))，

它提供了从一阶逻辑化归到命题逻辑的一种形式，以及提供一阶逻辑公式不可

满足性问题的半可判定算法.

定定定义义义7.1. 设A为一阶语言L的公式，A为前束形范式指A呈形于

Q1x1.(Q2x2.(...Qnxn.(B)...)),

这里Qi ∈ {∀, ∃}(i ≤ n)且B中无量词.

约约约定定定 7.2.

(1) 将Q1x1.(Q2x2.(...Qnxn.(B)...))简记为Q1x1...Qnxn.B，且当n = 0时，以

上公式为B.

(2) 将⊢ (A→ B) ∧ (B → A)简记为⊢ A↔ B.

(3) Qx.A指∀x.A或∃x.A. Q∗为Q的对偶，即若Q为∀，则Q∗为∃；若Q为∃，

则Q∗为∀.

命命命题题题7.3. 在一阶逻辑中，我们有

(1) 若x /∈ FV (B)，则 ⊢ Qx.B ↔ B；

(2) 若y为新变元，则 ⊢ Qx.B ↔ Qy.B[ yx ].

75



命命命题题题7.4. 在一阶逻辑中，我们有

(1) ⊢ ¬∀x.A↔ ∃x.¬A；

(2) ⊢ ¬∃x.A↔ ∀x.¬A；

以下(3)-(8)，满足条件x /∈ FV (B).

(3) ⊢ (∀x.A ∧B) ↔ ∀x.(A ∧B)；

(4) ⊢ ((∃x.A) ∨B) ↔ ∃x.(A ∨B)；

(5) ⊢ (∀x.A→ B) ↔ ∃x.(A→ B)；

(6) ⊢ (∃x.A→ B) ↔ ∀x.(A→ B)；

(7) ⊢ (B → ∀x.A) ↔ ∀x.(B → A)；

(8) ⊢ (B → ∃x.A) ↔ ∃x.(B → A)；

命题 7.3 和 7.4 的证明留作习题.

定定定理理理7.5. 对任何一阶语言L的公式A，存在L的公式B使得⊢ A↔ Q1x1...Qnxn.B，

这里 x1, ..., xn互异且B中无量词.

此定理说明任何公式皆有一个前束形范式与其等价.

证明: 对A的结构作归纳证明

存在B使 ⊢ A↔ Q1x1...Qnxn.B...(∗)，这里x1, ..., xn互异，且B无量词.

情况1. A为原子公式，(*)当然成立.

情况2. A为¬C，由I.H.知，有D使⊢ C ↔ Q1x1...Qmxm.D，这里x1, ..., xn互异

且D中无量词，从而由命题7.4.1知⊢ A↔ Q1
∗x1...Qm

∗xm.¬D，故(*)成立.

情况3. A为E ∧ F.

由I.H.知有 B,C 使

⊢ E ↔ Q1x1...Qmxm.B

⊢ F ↔ Qm+1xm+1...Qm+lxm+l.C

这里 B,C 中无量词.从而有互异的新变元z1, ..., zl

使⊢ F ↔ Qm+1z1...Qm+lzl.D
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这里D为C[ z1
xm+1

]...[ zl
xm+l

].

故⊢ A↔ Q1x1...QmxmQm+1z1....Qm+lzl.(B ∧D).

情况4. A为E → F或A为E ∨ F .与上同理可证.

情况5. A为Qx.C.

由I.H.知有B使⊢ C ↔ Q1x1...Qmxm.B，从而

当x ∈ {x1, ..., xn}时，⊢ A↔ Q1x1...Qmxm.B;

当x /∈ {x1, ..., xn}时，⊢ A↔ QxQ1x1...Qmxm.B.

下面我们引入Skolem范式的概念.

定定定义义义7.6. 设公式A呈前束形，A的Skolem范式As归纳定义如下：

(1) 若A中无量词，则As为A;

(2) (∀x.A)s为∀x.(As);

(3) 对于(∃x.A)s分情况定义：

(3.1) 若FV (∃x.A) = ∅，则(∃x.A)s为(A[ cx ])
s
，这里c为新常元；

(3.2) 若FV (∃x.A) ̸= ∅，设FV (∃x.A) = {x1, x2, ..., xn}

则(∃x.A)s为(A[ f(x1,...,xn)
x ])

s
, 这里 f 为 n 元新函数.

易见A的Skolem范式中无量词∃，其呈形于∀x1∀x2...∀xn.B，B中无量词，它通

过引入新常元或函数来消除前束范式中的量词∃.

例例例7.1. 设A为∀x∃y.P (x, y)且P为谓词，从而As为∀x.P (x, f(x))，这里f为函

数.不难证明：

(1) � ∀x.P (x, f(x)) → ∀x∃y.P (x, y)

(2) 2 ∀x∃y.P (x, y) → ∀x.P (x, f(x))

(3) ∀x.P (x, f(x))可满足⇔ ∀x∃y.P (x, y)可满足.

这说明A与As同可满足，但A与As不一定同真假.更一般地，我们有
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定定定理理理7.7. 设A为闭前束范式，A可满足⇔ As可满足.

证明: 设A为闭前束范式，以下对A中的量词∃的个数n作归纳证明

A可满足⇔ As可满足......(*).

奠基：当n = 0时，这时A中无量词∃，从而As为A，故(*)成立.

归纳假设(I.H.)：当n = k时，(*)成立.

归纳步骤：当n = k + 1时，设A呈形于

∀x1...∀xn∃y.B且B为前束范式，其中有k个∃，从而As为∀x1...∀xn.(B[ f(y1,...,ym)
y ])

s
，

这里FV (∃y.B) = {y1, ..., ym}，从而由I.H.知B[ f(y1,...,ym)
y ]与(B[ f(y1,...,ym)

y ])
s
同

可满足性.余下只需证∀x⃗∃y.B与∀x⃗B[ f(y1,...,ym)
y ]同可满足性，从而A与As同

可满足性.

不妨设FV (∃y.B) = {x1, ...xn}且y ∈ FV (B)，

从而我们需证∀x⃗∃y.B可满足⇔ ∀x⃗.B[ f(x⃗)y ]可满足.

“ ⇐ ”易见.

“ ⇒ ”设(M, I) � ∀x⃗∃y.B

从而对a⃗ ∈Mn存在b ∈M使对任何σ有(M, I) � σ[x⃗ := a⃗, y := b]B......(**)，

令Sa⃗ = {b|(∗∗)成立}

∵ Sa⃗ ̸= ∅且Sa⃗ ∈ P(M)，

∴由选择公理AC知有ρ : P(M) →M使ρ(Sa⃗) ∈ Sa⃗.因此

(M, I) � σ[x⃗ := a⃗, y := ρ(Sa⃗)]B，

令F :Mn →M如下：F (⃗a) = ρ(Sa⃗)(⃗a ∈Mn)，

又令I ′为I的扩展使I ′(f) = F .

从而(M, I ′) � σ[x⃗ := a⃗, y := F (⃗a)]B

因此(M, I ′) � σ[x⃗ := a⃗]B[ f(x⃗)y ]
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从而(M, I ′) � ∀x⃗.B[ f(x⃗)y ]

这样(*)成立.

定定定义义义7.8. 设L−公式A为Skolem范式，以下归纳定义L−项的集合Hn:

(1) 若A中无常元出现，则H0 = {c0}，这里c0为L中某个常元;

(2) 若A中有常元出现，则H0 = {c|c为常元且出现在A中}.

(3) Hn+1 = Hn ∪ {f(t1, ..., tm)|f为A中的m元函数且t1, ..., tm ∈ Hn}.

(4) 令HA = ∪{Hn|n ∈ N}被称为A的Herbrand域.

易见HA中元素皆为L−闭项其由A中常元（或某个常元c0）和A中函数构成.

定定定义义义7.9. 设L−公式A为Skolem范式，HA为A的Herbrand 域且c0为HA中的某

个常元.对于一个L−结构M = (M, I)，定义A对应于M的Herbrand结构HA =

(HA, IA)如下：

(1) 对于常元c，

IA(c) =

c, 若c ∈ HA;

c0, 否则.

(2) 对于m元函数f，定义IA(f) : HA
m → HA如下：

IA(f)(t1, ..., tm) =

f(t1, ..., tm), 若f出现于A;

c0, 否则.

(3) 对于m元谓词P，定义IA(P ) ⊆ HA
m如下：IA(P ) = HA

m ∩ I(P )，从

而IA(P ) = {< t1, ..., tm >∈ HA
m|M � P (t1, ..., tm)}.

易见
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命命命题题题7.10.

(1) 若c ∈ HA，则IA(c) = c；

(2) 若f出现于A，则IA(f)(t1, ..., tm) = f(t1, ..., tm)；

(3) 若项t ∈ HA，则tHA = t；

(4) 若谓词P为m元且t1, ..., tm ∈ HA，则HA � P (t1, ..., tm) ⇔ M � P (t1, ..., tm).

命命命题题题7.11. 设L−闭公式A为Skolem范式，M = (M, I)为L−结构，HA =

(HA, IA)为A对应于M的Herbrand 结构，若M � A 则HA � A.

证明:

不妨设A为∀x1, ..., xn.B，这里x1, ..., xn互异且FV (B) = {x1, ..., xn}，B中

无量词.对n作归纳证明

M � A⇒ HA � A......(*).

奠基：当n = 0时，欲证M � B ⇔ HA � B......(**)

对B的结构归纳来证明(**)如下：

情况1. 设B的原子公式P (t1, ..., tm)，这里ti为皆项且ti ∈ HA，从而由命

题 7.10(4)知(**)成立.

情况2. 设B呈¬C,C ∧D,C ∨D或C → D形，易见(**)成立.

因此当n = 0时，(*)成立.

归纳假设(I.H.)：当n = k时，(*)成立.

归纳步骤：设n = k + 1时，

这时A呈形∀x.C，其中C为含k个∀的Skolem范式且只含自由变元x.因

为M � ∀x.C

⇒对任何σ : V →M，M �σ∀x.C
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⇒对任何σ : V →M，∀a ∈M.M�σ[x:=a]C

（若t ∈ HA，则tM ∈M）

⇒对任何σ : V →M，∀t ∈ HA.M�σ[x:=tM ]C

（替换引理）

⇒对任何σ : V →M，∀t ∈ HA.M�σC[
t
x ]

（C[ tx ]为闭项）

⇒ ∀t ∈ HA.M�σC[
t
x ]

（C[ tx ]只含k个∀且由I.H.）

⇒ ∀t ∈ HA.Hc[ t
x ] � C[ tx ]

（HC[ t
x ] = HA）

⇒ ∀t ∈ HA.HA � C[ tx ]

（替换引理）

⇒ 对任何σ : V → HA, ∀t ∈ HA.HA�σ[x:=tHA
]C

（∵ t ∈ HA ∴ tHA
= t）

⇒ 对任何σ : V → HA, ∀t ∈ HA.HA�σ[x:=t]C

⇒ 对任何σ : V → HA,HA�σ∀x.C

⇒ HA � A.

因此(**)成立，归纳完成

推推推论论论 7.12. 设L−闭公式A为Skolem 范式，A可满足⇔ A在某个Herbrand 结构

中可满足.
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证明:

“ ⇐ ”：显然.

“ ⇒ ”A可满足⇒ A在某个M = (M, I)结构中可满足

⇒ A在HA = (HA, IA)中可满足.

定定定理理理7.13 (Herbrand定理). 设L−闭公式A为Skolem范式∀x1...∀xn.B且B中无

量词，令Γ = {B[ t1x1
]...[ tnxn

]|t1, ..., tn ∈ HA}，我们有A可满足⇔ Γ可满足.

证明:

“ ⇒ ”：设B1, ..., Bm ∈ Γ，从而⊢ A→ Bi(i ≤ m)，

因此⊢ A → (B1 ∧ B2 ∧ ... ∧ Bm)，当A可满足时，{B1, ..., Bm}可满足，

而B1, ..., Bm可从Γ中任意选取，故由紧性定理知Γ可满足.

“ ⇐ ”：当 Γ 可满足时，有L−结构 M = (M, I) 使 M � Γ.令HA =

(HA, IA)为A的对应于M 的Herbrand结构，以下证明

对任何C ∈ Γ，M � C ⇔ HA � C.为了方便，不妨设A为∀x.B，以下

对B的结构归纳证明对任何t ∈ HA，M � B[ tx ] ⇔ HA � B[ tx ]......(*)

情况1. B为原子公式P (S1, ..., Sm)，对于t ∈ HA，令Si

′
≡ Si[

t
x ]，从

而B[ tx ] ≡ P (S1

′
, ..., Sm

′
)，易见Si

′
∈ HA，从而M � B[ tx ] ⇔ M �

P (S1

′
, ..., Sm

′
) ⇔ HA � P (S1

′
, ..., Sm

′
) ⇔ HA � B[ tx ].

情况2. B呈形¬C,C ∧D,C ∨D,C → D时，由I.H.知(*)成立.

这样∵ M � Γ

∴ 对任何t ∈ HA，M � B[ tx ]

由(*)知对任何t ∈ HA，HA � B[ tx ]，再由替换引理知，对HA上的任意赋

值σ : V → HA有HA�σB[ tx ]，从而HA�σ[:=tHA
]B，
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∵ tHA
= t

∴ 对任何t ∈ HA.HA�σ[x:=t]B

故HA � ∀x.B，从而A可满足

例例例7.2. 设A为∃x∀y.P (x, y)其中P为二元谓词，从而¬A的前束范式为B ≡

∀x∃y.¬P (x, y)，B的Skolem范式为∀x¬P (x, f(x))

证明: 令c为个体常元，

H = HB = {c, f(c), ..., fn(c), ...}.因此

ΓB = {¬P (t, f(t))|t ∈ H} = {¬P (fn(c), fn+1(c))|n ∈ N}

⊢ ∃x∀y.P (x, y)

⇔� A
⇔ B不可满足

⇔ ΓB不可满足

⇔存在ΓB的一个有穷子集不可满足

⇔存在有穷个t1, ..., tm ∈ H使{¬P (t1, f(t1), ...,¬P (tm, f(tm)))}不可满足

⇔存在有穷个t1, ..., tm ∈ H使¬(¬P (t1, f(t1)) ∧ ... ∧ ¬P (tm, f(tm)))永真

⇔存在t1, ..., tm ∈ H使⊢ P (t1, f(t1)), ..., P (tm, f(tm))可证.
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第第第七七七讲讲讲习习习题题题

1. 求∀x∃y∀z∃uP (x, y, z, u)的Sklolem范式.

2. 求(∀xP (x) ∧ ∀yQ(y)) → ∃zP (z)的前束形范式.

3. 设A呈前束形，那么若FV (A) = ∅，则FV (AS) = ∅.

4. 证明� ∃x∀yP (x, y) → ∀y∃xP (x, y).

5. 证明2 ∀x∃yP (x, y) → ∃y∀xP (x, y).

6. 证明� ∀xP (x, f(x)) → ∀x∃yP (x, y).

从而∀xP (x, f(x))可满足⇒ ∀x∃yP (x, y)可满足.

7. 证明∀x∃yP (x, y)可满足⇒ ∀xP (x, f(x))可满足，这里P为二元谓词，f为

一元函数.

8. 求P (f(c))的Herbrand域.

9. 证明对任何n，|Hn| < ℵ0，而且|HA| = ℵ0.
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第第第八八八讲讲讲 命命命题题题逻逻逻辑辑辑的的的永永永真真真推推推理理理系系系统统统

本讲介绍命题逻辑的永真推理系统，由于在推理过程中出现的所有命题皆

为永真，故称这样风格的系统为永真推理系统，亦称其为Hilbert型系统。历史

上，许多人研究过此类系统，如Frege，Hilbert等。我们先给出一个永真推理系

统H,然后证明H 与G在某种意义下是等价的。

系统H由以下组成：

公公公理理理

A01 A→ A

A02 (A→ (B → C)) → (B → (A→ C))

A03 (A→ B) → ((B → C) → (A→ C))

A04 (A→ (A→ B)) → (A→ B)

A05 (A→ ¬B) → ((B → ¬A)

A06 (¬¬A) → A

A07 (A ∧B) → A

A08 (A ∧B) → B

A09 A→ (B → (A ∧B))
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A10 A→ (A ∨B)

A11 B → (A ∨B)

A12 (A→ C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C))

以上A,B,C ∈ PROP，A01−A12被称为公公公理理理模模模式式式，呈形以上公理模式的

命题被称为公公公理理理。

规规规则则则

MP
A→ B A

B

规则MP被称为分分分离离离规规规则则则，或肯定条件的推推推理理理规规规则则则（（（Modus Ponens）））。当实

施MP时，我们称B由A→ B和A实施MP而得，有时亦记为A→ B,A ⊢ B。

命题演算的永真推理系统有许多个，这里采用的系统由莫绍揆教授提出(参见莫

绍揆,等(1985))。

定定定义义义8.1. 设A ∈ PROP,Γ ⊆ PROP ,

1. 在H中由Γ推导A（记为Γ ⊢H A）指存在序列P1, ..., Pn使A为Pn且对任

何i ≤ n有

或(a)Pi为H的公理

或(b)Pi ∈ Γ

或(c)存在j, k < i使得Pj为Pk → Pi，这时Pi由其前Pj和Pk实

施MP而得。

当H唯一确定时，我们将Γ ⊢H A简记为Γ ⊢ A。

2. 称以上的P1, ..., Pn为Γ ⊢ A的证明过程，n为其证明长度。

3. 当Γ ⊢ A时，我们称A为Γ− 定理；

当Γ为空时，简记为⊢ A,称A为定理；

令Th(Γ) = {A|Γ ⊢ A}。

在 H 中采用符号 ⊢,切勿与 G 中 ⊢ 混用（有些教科书中 Gentzen 系统
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中 Γ ⊢ ∆ 由 Γ → ∆ 替代以防混同于 Hilbert 系统中的符号 ⊢，而历史上它

由 Frege 提出）。

以下证明一些重要定理:

T13 (A→ B) → ((C → A) → (C → B))

证明:

(1)
(C → A) → ((A→ B) → (C → B)) A03

(2)
(1) → (3) A02

(3)
(A→ B) → ((C → A) → (C → B)) MP (2)(1)

(1),(2),(3)为证明过程。

T14 (A→ B) → ([D → (C → A)] → [D → (C → B)])

证明:

(1)
(A→ B) → [(C → A) → (C → B)] T13

(2)

[(C → A) → (C → B)] → ([D → (C → A)] → [D → (C → B)]) T13

(3)
(1) → [(2) → (4)] A03

(4)

(A→ B) → {[D → (C → A)] → [D → (C → B)]} MP (MP (3)(1))(2)

T15 ⊢ A→ (B → A)
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证明:

(1)
(A ∧B) → A A07

(2)
((A ∧B) → A) → ([A→ (B → (A ∧B))] → [A→ (B → A)]) T14

(3)
[A→ (B → (A ∧B))] → [A→ (B → A)] MP (2)(1)

(4)
A→ (B → (A ∧B)) A09

(5)
A→ (B → A) MP (3)(4)

T16 ⊢ [C → (B → A)] → [(C → B) → (C → A)]

证明:

(1)
[C → (C → A)] → (C → A) A04

(2)

(1) →

{{
(C → B) →

{[
B → (C → A)

]
→

[
C → (C → A)

]}}

→
{
(C → B) →

{[
B → (C → A)

]
→ (C → A)

}}}
T14

(3)
(C → B) → {[B → (C → A)] → [C → (C → A)]} A03

(4)
(C → B) → ((B → (C → A)) → (C → A)) MP (MP (2)(1))(3)

(5)
(4) → [(B → (C → A)) → ((C → B) → (C → A))] A02

(6)
[B → (C → A)] → [(C → B) → (C → A)] MP (5)(4)

(7)
[C → (B → A)] → [B → (C → A)] A02
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(8)
(7) → [(6) → (9)] A02

(9)
[C → (B → A)] → [(C → B) → (C → A)] MP (MP (8)(7))(6)

T17 ⊢ (¬A→ ¬B) → (B → A)

证明:

(1)
¬¬A→ A A06

(2)
(¬¬A→ A) →

{[(¬A→ ¬B) → (B → ¬¬A)] →

[(¬A→ ¬B) → (B → A)]} T14

(3)
(¬A→ ¬B) → (B → ¬¬A) A05

(4)
(¬A→ ¬B) → (B → A) MP (MP (2)(1))(3)

T18 ⊢ A→ ¬¬A

证明:

(1)
¬A→ ¬A A01

(2)
(¬A→ ¬A) → (A→ ¬¬A) A05

(3)
A→ ¬¬A MP (2)(1)
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T19 ⊢ (A→ B) → (¬B → ¬A)

证明:

(1)
B → ¬¬B T18

(2)
(B → ¬¬B) → [(A→ B) → (A→ ¬¬B)] T13

(3)
(A→ B) → (A→ ¬¬B) MP (2)(1)

(4)
(A→ ¬¬B) → (¬B → ¬A) A05

(5)
(3) → [(4) → (6)] A03

(6)
(A→ B) → (¬B → ¬A) MP (MP (5)(3))(4)

T20 ⊢ A ∨ ¬A

（留作习题）

引引引理理理8.2.

1. 若A为公理，则Γ ⊢ A

2. 若A ∈ Γ，则Γ ⊢ A

3. 若Γ ⊢ A且Γ ⊢ A→ B，则Γ ⊢ B

4. 若Γ ⊢ A→ (A→ B)，则Γ ⊢ (A→ B)

5. 若Γ ⊢ C → (B → A)且Γ ⊢ C → B，则Γ ⊢ C → A
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证明(5): 由T16知

Γ ⊢ [C → (B → A)] → [(C → B) → (C → A)]

可证，设它的证明过程为P1, ..., Pl。Γ ⊢ C → (B → A)与Γ ⊢ C → B的证明过

程分别为Q1, ..., Qm和R1, ..., Rn。

从而Γ ⊢ C → A的证明过程为

P1, ..., Pl, Q1, ..., Qm, R1, ..., Rn, (C → B) → (C → A), C → A.

故Γ ⊢ C → A可证.

定定定理理理8.3 (推理定理). 若Γ, C ⊢ A, 则Γ ⊢ C → A. 这里Γ, C为Γ ∪ {C}的简写.

证明: 设Γ, C ⊢ A,对Γ, C ⊢ A的证明过程A1, ..., An的长度归纳证明Γ ⊢ C → A.

情情情况况况1. A为公理或A ∈ Γ, 易见Γ ⊢ A, 又Γ ⊢ A→ (C → A) (T15)

从而由引理 8.2.3知Γ ⊢ C → A.

情情情况况况2. C为A, 从而Γ ⊢ A→ A, 即Γ ⊢ C → A.

情情情况况况3. An由Ai, Aj实施MP而得,这里i, j < n且Ai为Aj → An. 归纳假设: Γ ⊢

C → Ai, Γ ⊢ C → Aj . 以下分情况证明Γ ⊢ C → An

子子子情情情况况况3.1 Aj为C. 因为Γ ⊢ C → Ai, 且Ai为C → A, 从而Γ ⊢ C → (C →

A), 由引理 8.2.4知Γ ⊢ C → A.

子子子情情情况况况3.2 Aj不为C. 因为Γ ⊢ C → Ai, Γ ⊢ C → Aj即Γ ⊢ C → (Aj →

A), 且Γ ⊢ (C → Aj), 从而

由引理 8.2.5知Γ ⊢ C → A.

T21 A,¬A ⊢ ¬B
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1. A

2. ¬A

3. A→ (B → A)

4. ¬A→ (B → ¬A)

5. B → A

6. B → ¬A

7. (B → ¬A) → (A→ ¬B)

8. A→ ¬B

9. (5) → ((8) → (B → ¬B))

10. B → ¬B

11. (B → ¬B) → ¬B (见T23)

12. ¬B

T22 A,¬A ⊢ B

T23 (B → ¬B) → ¬B

证明: ∵ B, B → ¬B ⊢ ¬B

由推理定理知B ⊢ (B → ¬B) → ¬B

又∵⊢ [(B → ¬B) → ¬B] → [B → ¬(B → ¬B)] 公理

∴⊢ B → (B → ¬(B → ¬B)) 又⊢ [B → (B → ¬(B → ¬B))] → (B →

¬(B → ¬B)) 公理

∴⊢ B → ¬(B → ¬B)

从而⊢ (B → ¬B) → ¬B
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T24 ⊢ (A→ (C ∧ ¬C)) → ¬A

证明: ∵⊢ (C ∧ ¬C) → ¬A (由T21)

∴⊢ (A→ (C ∧ ¬C)) → (A→ ¬A)

又⊢ (A→ ¬A) → ¬A T23

故⊢ (A→ (C ∧ ¬C)) → ¬A

以下定理T25至T31留作习题。

T25 (B ∨A) → (¬A→ B)

T26 (A→ B) → (B ∨ ¬A)

T27 (A ∨B) → (B ∨A)

T28 (A→ (B → C)) → ((A ∧B) → C)

T29 (C ∨A) → ((C ∨B) → (C ∨ (A ∧B)))

T30 (C ∨A) → [(B → C) → ((A→ B) → C)]

T31 (A→ (C ∨B)) → (C ∨ (A→ B))

定定定理理理8.4. 设A为命题，若A在H中可证，则sequent ⊢ A在G′中可证。

证明: 设A在H中可证，对⊢H A的证明过程的长度归纳证明⊢ A在G中可证.

93



情情情况况况I. A为公理, 即A为A01或A02…或A12

(01)
A ⊢ A

⊢ A→ A
→ R

(02)

B → C,B,A ⊢ A,C C,B,A ⊢ C C,B,A ⊢ B,C
(B → C), B,A ⊢ C

→ L

A→ (B → C), B,A ⊢ C
A→ (B → C), B ⊢ A→ C

→ R

A→ (B → C) ⊢ B → (A→ C)
→ R

→ L

⊢ (A→ (B → C)) → (B → (A→ C))
→ R

(03)(04)同理可证

(05)

A,B ⊢ A A,B ⊢ B
A,¬B,B ⊢

A,A→ ¬B,B ⊢
A→ ¬B,B ⊢ ¬A

→ R

A→ ¬B ⊢ B → ¬A
→ R

⊢ (A→ ¬B) → (B → ¬A)
→ R

→ L

(06)易见

(07)

A,B ⊢ A
A ∧B ⊢ A

∧ L

⊢ (A ∧B) → A
→ R

(08)与(07)同理

(09), (10)和(11)易见

(12)

B→C,A⊢A,C C,B⊢C,A⊢C
A→C,B→C,A⊢C → L A→C,B⊢C,B A→C,C,B⊢C

A→C,B→C,B⊢C → L

A→ C,B → C,A ∨B ⊢ C
→ L

⊢ (A→ C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C))
(3次) → R

情情情况况况II. A由B → A和B实施MP而得
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由I.H.知sequent ⊢ B → A和⊢ B在G中可证，在G中证明⊢ A如下：

B ⊢ A,B B,A ⊢ A
B → A,B ⊢ A

→ L ⊢ B

B → A ⊢ A
Cut ⊢ B → A

⊢ A
Cut

因此⊢ A得证。

定定定理理理8.5. 若Γ ⊢ ∆在G中可证，则在H中Γ ⊢ ∆，这里

∆ ===
∆

(...(B1 ∨B2)... ∨Bn) ∆ ̸= ∅ and ∆ = {B1, ..., Bn}

⊥ ∆ = ∅

记⊥为(C ∧ ¬C)

证明: 设 Γ ⊢ ∆ 在G中可证，对 Γ ⊢ ∆ 的证明结构作归纳来证明 Γ ⊢ ∆ 在H中

成立。

情情情况况况1. Γ ⊢ ∆为公理，设为Φ, A ⊢ Λ, A

(1.1) 当Λ空时, 易见Φ, A ⊢H A

(1.2) 当Λ非空, Φ, A ⊢H Λ ∨A的证明过程如下:

(1) A 假设

(2) A→ Λ ∨A 公理

(3) Λ ∨A MP(2)(1)

情情情况况况2. Γ ⊢ ∆由实施规则而得
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(2.1) 对于规则

¬L :
Γ ⊢ ∆, A

Γ,¬A ⊢ ∆

当∆为空时, 由I.H.知, Γ ⊢H A, 我们证明Γ,¬A ⊢ C ∧ ¬C如下:

(1) A (Γ ⊢H A)

(2) ¬A (假设)

(3) A ∧ ¬A

(4) C ∧ ¬C (T32)

当∆非空时, 由I.H.知Γ ⊢H ∆ ∨A, Γ,¬A ⊢H ∆的证明如下:

(1) ¬A (假设)

(2) ∆ ∨A Γ ⊢ ∆ ∨A

(3) (∆ ∨A) → (¬A→ ∆) T25

(4) ∆ MP(MP(3)(2))(1)

(2.2) 对于规则

¬R :
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆,¬A

当∆为空时, 由I.H. 知Γ, A ⊢H⊥, 由推理定理得Γ ⊢H A→⊥

又

⊢H (A→⊥) → ¬A T24
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从而Γ ⊢H ¬A.

当∆非空时, 由I.H. 知Γ, A ⊢H ∆

由推理定理得Γ ⊢H A→ ∆

又

⊢H (A→ ∆) → ∆ ∨ (¬A) T26

故Γ ⊢H ∆ ∨ (¬A).

(2.3) 对于规则

∨L :
Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∨B ⊢ ∆

当∆为空时,由I.H.知Γ, A ⊢H⊥, Γ, B ⊢H⊥,由推理定理得Γ ⊢H A→⊥且Γ ⊢H

B →⊥

又

⊢H (A→⊥) → [(B →⊥) → ((A ∨B) →⊥)] (A12)

从而Γ ⊢H (A ∨B) →⊥, 因此Γ, A ∨B ⊢⊥. 当∆非空时, 由I.H. 知Γ, A→H

∆, Γ, B ⊢H ∆与上同理得Γ, A ∨B ⊢ ∆.

(2.4) 对于规则

∨R :
Γ ⊢ ∆, A,B

Γ ⊢ ∆, A ∨B

由I.H. 得Γ ⊢H (∆ ∨A) ∨B, 由T27知Γ ⊢H ∆ ∨ (A ∨B)

(2.5) 对于规则

∧L :
Γ, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆

由I.H.得Γ, A,B ⊢H ∆, 由推理定理得Γ ⊢H A→ (B → ∆)，又

Γ ⊢H [A→ (B → ∆)] → [(A ∧B) → ∆] (T28)

故Γ ⊢ (A ∧B) → ∆.
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(2.6) 对于规则

∧R :
Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, (A ∧B)

当∆为空时, 易见. 当∆非空时, 由I.H.知, ∆ ⊢H ∆ ∨A, Γ ⊢H ∆ ∨B

∵⊢H (∆ ∨A) → ((∆ ∨B) → (∆ ∨ (A ∧B))) T29

∴ Γ ⊢ ∆ ∨ (A ∧B)

(2.7) 对于规则

→ L :
Γ ⊢ ∆, A Γ, B ⊢ ∆

Γ, A→ B ⊢ ∆

当∆为空时, 由I.H. 知Γ ⊢H A, Γ, B ⊢H⊥，

从而Γ ⊢H B →⊥, 易见Γ, A→ B ⊢H⊥.

当∆非空时, 由I.H.知Γ ⊢H ∆ ∨A, Γ, B ⊢H ∆, 从而Γ ⊢H B → ∆, 又

∵⊢H (C ∨A) → [(B → C) → ((A→ B) → C)] T30

这里取C为∆,

∴ Γ, A→ B ⊢H ∆

(2.8) 对于规则

→ R :
Γ, A ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A→ B

当∆为空时, 由I.H. 知Γ, A ⊢H B

从而由推理定理知Γ ⊢H A→ B.

当∆非空时, 由I.H. 知Γ, A ⊢H ∆ ∨B

从而Γ ⊢H A→ (∆ ∨B)

又

⊢H (A→ (C ∨B)) → (C ∨ (A→ B)) T31

取C为∆,

故Γ ⊢H ∆ ∨ (A→ B)

归纳完成.
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推推推论论论 8.6. ⊢ A在G中可证⇔ A在H中可证.

这就说明G与H等价.

第第第八八八讲讲讲习习习题题题

(1) 证明 T25 – T31.

(2) 证明若 B 为 A 的 ∧ ∨ −nf 或 ∨ ∧ −nf，则 ⊢H A↔ B.

(3) 证明⊢ A ∨ ¬A.
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第第第九九九讲讲讲 一一一阶阶阶逻逻逻辑辑辑的的的永永永真真真推推推理理理系系系统统统

本讲介绍一阶逻辑的永真推理系统，在上讲中，我们给出命题演算的

永真推理系统 H ，已经感受了所谓的 Hilbert 风格，现在给出一阶逻辑

的 Hilbert 公理系统 PK. 历史上，人们为一阶逻辑构作出颇多的公理系统，

其包括公理与规则，由于公理与规则的不同选择故产生不同的系统.本讲给出

的 PK 系统只含一条规则 MP 和无穷条公理，而 Gentzen 系统只含一条公理

和无穷条规则. 虽然风格迥异，但 Hilbert 系统 PK 与 Gentzen 系统 LK 是等

价的，即 ⊢ A 在 G 中可证当且仅当 A 在 PK 中可证.

定定定义义义9.1. 设L 为一阶语言,A为L 公式, x1, ..., xn为变元,则称 ∀x1∀x2...∀xn.A

为 A 的全称化,这里 n = 0 时, ∀x1∀x2...∀xn.A 为 A.

定定定义义义9.2. 一阶逻辑的 Hilbert 系统 PK 由以下公理与规则组成：

第一组：命题演算公理 A01−A12,这里 A,B,C 为任何公式；

第二组：

A13. ∀xA→ A[ tx ]

A14. A[ tx ] → ∃xA

A15. A→ ∀xA,这里 x /∈ FV (A)

A16. ∃xA→ A,这里 x /∈ FV (A)

A17. ∀x(A→ B) → (∀xA→ ∀xB)

A18. ∀x(A→ B) → (∃xA→ ∃xB)
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第三组：等词定理.

A19. x
.
= x

A20. (x1
.
= y1) → ...((xn

.
= yn) → (f(x1, ..., xn)

.
= f(y1, ..., yn))),这里 f 为任

何 n 元函数.

A21. (x1
.
= y1) → ...((xn

.
= yn) → (P (x1, ..., xn) → P (y1, ..., yn))),这里 P 为任

何 n 元谓词.

第四组：前面各组中公理的全称化.

规则：MP
A→ B A

B
约定：若L 中含等词

.
=，则 PK中有第三组公理且有时记 PK为 PKe或 PK .

=.

定定定义义义9.3. 设 A 为公式，Γ 为公式集，

(1) 在 PK 中由 Γ 推导 A （记为 Γ ⊢PK A，简记 Γ ⊢ A ）指存在序

列 A1, ..., An 使 A 为 An 且对任何 i 6 n 有

(a) Ai 为公理

或(b) Ai ∈ Γ

或(c) 存在 j, k < i 使 Aj 为 Ak → Ai，这时称 Ai 由其前 Aj 和 Ak 实

施 MP 而得.

(2) 称以上的 A1, ..., An 为 Γ ⊢ A 的证明过程其长为 n.

(3) 当 Γ ⊢ A 可证时，称 A 为 Γ− 定理，若 Γ = ∅，则称 A 为定理.

(4) Th(Γ) = {A|Γ ⊢ A}

在命题逻辑中的一些结果在 PK 中同样成立.PK 的推理定理也同理可证.

定定定理理理9.4. 若 Γ, C ⊢ A，则 Γ ⊢ C → A.

在 PK 中进行推理时，我们需要证明一些上层定理 (Metatheorem).

定定定理理理9.5. 设 x /∈ FV (Γ)，若 Γ ⊢ A，则 Γ ⊢ ∀xA
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证明: 设 Γ ⊢ A 的证明过程为 A1, ..., An，对 n 归纳证明 Γ ⊢ ∀xA 如下：

情况1. An 为公理，从而 ∀xAn 亦然，故 Γ ⊢ ∀xA.

情况2. An ∈ Γ，从而 x /∈ FV (An)，由 A15 知 An → ∀xAn，故 Γ ⊢ ∀xA.

情况3. An由Ai（其为Aj → An）与Aj 实施MP 而得且 i, j < n.由 I.H.知 Γ ⊢

∀x(Aj → An),Γ ⊢ ∀xAj .又由 A17 知，Γ ⊢ ∀x(Aj → An) → (∀xAj →

∀xAn)，故 Γ ⊢ ∀xA.

定定定理理理9.6. 设常元 c 不在 Γ, A 中出现，若 Γ ⊢ A[ cx ]，则 Γ ⊢ ∀xA.

并且在 Γ ⊢ ∀xA 的证明过程中可不出现 c.

证明留作习题.

定定定理理理9.7. 设常元 c 不在 Γ, A,B 中出现且 x /∈ FV (B)，若 Γ, A[ cx ] ⊢ B，

则 Γ, ∃xA ⊢ B.

并且在 Γ, ∃xA ⊢ B 的证明过程中可不出现 c.

证明: 因为 Γ, A[ cx ] ⊢ B

⇒ Γ ⊢ A[ cx ] → B （推理定理）

⇒ Γ ⊢ ∀x(A→ B) （定理 9.6）

⇒ Γ ⊢ ∃xA→ ∃xB （A18）

⇒ Γ,∃xA ⊢ ∃xB （ A16 : ∃xB → B ）

⇒ Γ,∃xA ⊢ B

所以 Γ,∃xA ⊢ B 成立.

命命命题题题9.8.

(1) ⊢ ¬∀xA→ ∃x¬A

(2) ⊢ ¬∃xA→ ∀x¬A

(3) ⊢ ∀x¬A→ ¬∃xA

(4) ⊢ ∃x¬A→ ¬∀xA
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证明: (1) 采用倒推法

⊢ ¬∀xA→ ∃x¬A

⇐⊢ ¬∃x¬A→ ∀xA

⇐ ¬∃x¬A ⊢ ∀xA

⇐ ¬∃x¬A ⊢ A[ cx ] (定理 9.6)

⇐ ¬A[ cx ] ⊢ ∃x¬A

⇐⊢ ¬A[ cx ] → ∃x¬A (A14)

(2) 与(1)同理.

(3) ⊢ ∀x¬A→ ¬∃xA

⇐ ∀x¬A ⊢ ¬∃xA

⇐ ∃xA ⊢ ¬∀x¬A

⇐ A[ cx ] ⊢ ¬∀x¬A (c为新变元)

⇐ ∀x¬A ⊢ ¬A[ cx ]

⇐⊢ ∀x¬A→ ¬A[ cx ] (A13)

(4) 与(3)同理.

事实上，我们有 ⊢ ∀x.A↔ ¬∃x¬A 与 ⊢ ∃xA↔ ¬∀x¬A，∀, ∃ 为对偶.

因此有些教科书中只讨论一个量词如 ∀，参见 Enderton, H. B.(2001).

命命命题题题9.9. 设 A 为公式，若 ⊢PK A 可证，则 ⊢ A 在 G 中可证.

证: 设 ⊢PK A 可证，对 ⊢PK A 的证明长度归纳来证 ⊢ A 在 G 中可证.

情况1. A 为公理.

(1.1) A 为 A01−A12，如前处理.

(1.2) 当 A 为 A13 时：

A[ tx ], ∀xA ⊢ A[ tx ]
∀xA ⊢ A[ tx ]

∀L

⊢ ∀xA→ A[ tx ]
→ R
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故 ⊢ A 在 G 中可证.

(1.3) 当 A 为 A14 时，与(1.2)同理.

(1.4) 当 A 为 A15 时，这里 x /∈ FV (A)

A ⊢ A
A ⊢ ∀xA

∀R

⊢ A→ ∀xA
→ R

(1.5) 当 A 为 A16 时，与(1.4)同理可证.

(1.6) 当 A 为 A17

B,A ⊢ B A ⊢ A,B
A→ B,A ⊢ B

→ L

∀x(A→ B), ∀xA,A→ B,A ⊢ B

∀x(A→ B), ∀xA ⊢ B

∀x(A→ B), ∀xA ⊢ ∀xB

⊢ ∀x(A→ B) → (∀xA→ ∀xB)
→ R两次

∀R

∀L两次

(1.7) 当 A 为 A18，与 A17 同理可证（习题）

(1.8) 当 A 为 A19− 21 ，在 G .= 中显而易见 A 可证.

情况2. 当 A 由 B → A 和 B 实施 MP 而得，如前处理.

与上讲定理4类似，我们有

命命命题题题9.10. 若 Γ ⊢ ∆ 在 G 中可证，则 Γ ⊢ ∆ 在 PK 中可证.

证明: 对 Γ ⊢ ∆ 的证明结构作归纳来证明 Γ ⊢ ∆ 在 PK 中可证.

情况1. Γ ⊢ ∆ 为公理.如前处理.

情况2. Γ ⊢ ∆ 由实施规则而得.

(2.1) 对于命题演算的规则，如前处理.
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(2.2) 设 ∀L :
Γ, A[ tx ], ∀xA ⊢ ∆

Γ, ∀xA ⊢ ∆
由 I.H. 知 Γ, A[ tx ], ∀xA ⊢ ∆ 在 PK 中可证.

∵ ∀xA ⊢ A[ tx ] 在 PK 中可证

∴ Γ, ∀xA ⊢ ∆ 在 PK 中可证.

(2.3) 设 ∀R :
Γ ⊢ A[ yx ],∆
Γ ⊢ ∀xA,∆

由 I.H. 知 Γ ⊢ A[ yx ] ∨∆ 在 PK 中可证.

从而 Γ,¬∆ ⊢ A[ yx ]，故由定理 9.6 Γ,¬∆ ⊢ ∀x.A 可证，因此 Γ ⊢

(∀x.A) ∨∆ 在 PK 中可证.

(2.4) ∃L :
Γ, A[ yx ] ⊢ ∆

Γ, ∃xA ⊢ ∆
由 I.H. 可知 Γ, A[ yx ] ⊢ ∆ 可证从而 Γ, A[ cx ] ⊢ ∆ 可证，这里 c 为新

常元，

由前定理知 Γ, ∃xA ⊢ ∆ 在 PK 中可证.

(2.5) ∃R :
Γ ⊢ A[ tx ], ∃xA,∆

Γ ⊢ ∃xA,∆
与(2.2)同理可证.

由以上两个命题即得

定定定理理理9.11. 设 A 为公式，⊢ A 在 G 中可证 ⇔ A 在 PK 中可证，从

而 G 与 PK 等价.
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第第第九九九讲讲讲习习习题题题

1. 证明 ⊢ ∀x(B → A) → (B → ∀xA)，这里 x /∈ FV (B).

2. 证明 ⊢ ∀x(A→ B) → (∃xA→ B)，这里 x /∈ FV (B).

3. 证明定理 9.6.

4. 在 G 中证明 A18.

5. 证明在 PK 中以下公式可证：

(1) ∀x(A ∧B) → [(∀xA) ∧ (∀xB)];

(2) (∃xA) ∨ (∃xB) → ∃x(A ∨B);

6. 证明在 PK 中以下公式可证：

(1) ∀x(x .
= x);

(2) ∀x∀y(x .
= y → y

.
= x);

(3) ∀x∀y∀z((x .
= y ∧ y .

= z) → x
.
= z).

7. 证明在 PK 中，第三组公理可被等价替代为 A19 : x
.
= x 和 A22 : x

.
=

y → (A → A′)，这里 A′ 由在 A 中 y 替代若干个（包含0个，不必全

部）x 的自由出现而得.

8. 证明 PK 的公理皆永真，从而 PK 的定理皆永真.
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111���ùùù Gentzen���Hauptsatz�ùò�Ñ��Ü6GentzenXÚ�Hauptsatz(�©¿ǑÌ�½n).3y²Hauptsatz�§·�k�Ñ��Ü6�GentzenXÚ LK§ùp� LK �±ùã� G XÚ´�d�§�3Lãþkü:ØÓ§�´3���ó¥«©gdC���åC�§�´3¥�¥����Ǒk¡S�§±r§�w�k¡8Ü´Ǒ
5K{z.

HauptsatzÄkdGentzeny²§�k�
?U�y{§�ùæ^Buss�y{(ë�Buss S.R.(1998))§T�{�Ǒ{'.½½½ÂÂÂ10.1. ���ó�i1Ld±e|¤µ
(1) Ü6Î8ÜµC�8µ

(1.1) gdC�8FV = {a, a′, a′′, ...}

(1.2) �åC�8BV = {x, x′, x′′, ...}3�ù¥·�æ�FV�BV�Ǒ�ê�¡8§�gdC�da, b, c, ...�L«§�åC�dx, y, z, ...�L«.

(1.3) é(µ¬,∨,∧,→

(1.4) þµ∀, ∃

(1.5) 9ÏÎµ(, )Ú,

(2) �Ü6Î8ÜLµ
(2.1) ~�ÎµLc = {c0, c1, ...},ùp Lc Ǒ�ê8§�Ǒ�8.
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(2.2) ¼êÎµLf = {f0, f1, ...},ùp Lf Ǒ�ê8§éuz�¼êf§Du����ê µ(f) ÙǑ f ��ê(arity).

(2.3) ¢ÎµLp = {p0, p1, ...},ùp Lp Ǒ�ê8§éuz�¢p§Du���K�ê µ(p) ÙǑ p ��ê(arity)§� µ(p) Ǒ 0 �§·�¡ p Ǒ·K.±�PL = Lc ∪ Lf ∪ Lp.½½½ÂÂÂ10.2. (�)

(1) z�gdC�Ǒ�¶
(2) z�~�Ǒ�¶
(3) e f Ǒ n �¼ê� t1, ..., tn Ǒ�§K f(t1, ..., tn) Ǒ�¶
(4) �=�ud.½½½ÂÂÂ10.3. (úª)e P Ǒ n �¢§t1, ..., tnǑ�§K P (t1, ..., tn) �¡Ǒ�fúª.±e8B½Âúªµ
(1) z��fúªǑúª¶
(2) eA,BǑúª§K(¬A), (A ∧B), (A ∨B)Ú(A → B)Ǒúª¶
(3) eAǑúª§aǑgdC��xǑ�åC�ÙØÑyuA¥§K ∀xA′Ú ∃xA′Ǒúª§ùp A′ d3 A ¥ò x O� a �¤kÑy�.·�ò^ A,B,C �L«úª.vkgdC��úª�¡Ǒéf.� L (½�§��úª�dd½§k�r L ¥�úªÚ��Ǒ L -úªÚ L -�.½½½ÂÂÂ10.4. (úª�Ý)� A Ǒúª§§�Ý d(A) ½ÂXeµ
(1) d(A) = 0, �AǑ�fúª�¶
(2) d(¬A) = d(A) + 1¶
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(3) d(A ∧B) = d(A ∨B) = d(A → B) = max {d(A), d(B)} + 1¶
(4) d(∀xA) = d(∃xA) = d(A) + 1

d(A)�NA�E,Ý§±eéA�(��8BÒ´é d(A) 8B.½½½ÂÂÂ10.5. (fúª)�AǑúª§éA�(�8B½ÂA�fúª8sub(A)Xeµ
(1) �AǑ�fúª�§sub(A) = {A};

(2) �AǑ¬B�,sub(A) = sub(B) ∪ {A}¶
(3) �AǑ B ∧C ½ B ∨C ½ B → C �§sub(A) = sub(B)∪ sub(C)∪{A}¶
(4) �AǑ ∀xB(x) ½ ∃xB(x) �§sub(A) = (∪

{

sub(B(t))|tǑ�}

) ∪ {A}¶~µ
(1) ∀y(A(y) ∧ ∃xB(x))Ǒúª.

(2) ∀x(A(x) ∧ ∃xB(x))ØǑúª.

(3) A(x) ∧ ∃xB(x)ǑØǑúª.

(4) A(a) ∧ ∃xB(x)Ǒúª.rC�©¤gdÚ�åC�üa�§�·��5NõEâþ��B§~X3½Â�\��±���\§�I?1U¶.���½½½µ�a ∈ FV§tǑ��AǑúª,A
[

t
a

]Ǒ3A¥òtO�a�¤kÑy�.

(1) �A(a)L«A�§A(t)L«A(t);

(2) �A(t)ÚA(s)Ñy3Ó��þe©¥§A(t)L«A
[

t
a

]ÚA(s)L«A
[

s
a

]

.½½½ÂÂÂ10.6. (¥�)

(1) �Γ,∆Ǒúª�k¡S�(�Ǒ�)§Γ ⊢ ∆�¡Ǒ¥�§ΓÚ∆©O�¡Ǒ�Ú��.e Γ Ǒ A1, A2, ..., An � ∆ Ǒ B1, ..., Bm �§
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Γ ⊢ ∆ Ǒ A1, A2, ..., An ⊢ B1, ..., Bm.

Γ, A ⊢ ∆ Ǒ A1, ..., An, A ⊢ B1, ..., Bm.

Γ ⊢ ∆, B Ǒ A1, ..., An, A ⊢ B1, ..., Bm, B.k
��Ö¥§¥��L«Ǒ Γ → ∆.

(2) ��ínǑXe�L�/ªµ
S1

S
½ S1 S2

SùpS, S1, S2Ǒ¥�§ù�S1, S2 �¡Ǒdín�þ¥�§S �¡Ǒdín�e¥�.�ú/§��ínL�dþ�e�í�.e¡�ÑGentzen�¥�ü� LK§Ùd±e�únÚ5K�¤µúnµA ⊢ A ùpAǑ�fúª5Kµ
(1) (�5K

(1.1) f(Weakening)

WL :
Γ ⊢ ∆

A,Γ ⊢ ∆
WR :

Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆, A

(1.2) v(Contraction)

CL :
A,A,Γ ⊢ ∆

A,Γ ⊢ ∆
CR :

Γ ⊢ ∆, A,A

Γ ⊢ ∆, A

(1.3) �(Exchange)

EL :
Γ, A,B,∆ ⊢ Π

Γ, B,A,∆ ⊢ Π
ER :

Γ ⊢ ∆, A,B,Π

Γ ⊢ ∆, B,A,Π±þ�5K�¡Ǒf5K.

(1.4) �(Cut)
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Γ ⊢ ∆, A A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆Ù¥A�¡Ǒ�úª§d(A)�¡ǑT�5K�Ý.

(2) Ü65K±e5K�¡Ǒr5K.

(2.1)

¬L :
Γ ⊢ ∆, A

¬A,Γ ⊢ ∆
¬R :

A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆,¬AÙ¥AÚ¬A�©O¡ǑTín�9úªÚÌúª.

(2.2)

∧L :
A,B,Γ ⊢ ∆

A ∧B,Γ ⊢ ∆
∧R :

Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A ∧BÙ¥A,B�¡ǑTín�9úª,A ∧B�¡ǑTín�Ìúª.

(2.3)

∨L :
A,Γ ⊢ ∆ B,Γ ⊢ ∆

A ∨B,Γ ⊢ ∆
∨R :

Γ ⊢ ∆, A,B

Γ ⊢ ∆, A ∨BÙ¥A,B�¡ǑTín�9úª,A ∨B�¡ǑTín�Ìúª.

(2.4)

→ L :
Γ ⊢ ∆, A B,Γ ⊢ ∆

A → B,Γ ⊢ ∆
→ R :

A,Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A → BÙ¥A,B�¡ǑTín�9úª,A → B�¡ǑTín�Ìúª.

(2.5)

∀L :
A(t),Γ ⊢ ∆

∀xA(x),Γ ⊢ ∆
∀R :

Γ ⊢ ∆, A(b)

Γ ⊢ ∆, ∀xA(x)Ù¥ A(t), A(b) �¡ǑTín�9úª, ∀xA(x) �¡ǑTín�Ìúª.
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(2.6)

∃L :
A(b),Γ ⊢ ∆

∃xA(x),Γ ⊢ ∆
∃R :

Γ ⊢ ∆, A(t)

Γ ⊢ ∆, ∃xA(x)Ù¥ A(b), A(t) �¡ǑTín�9úª, ∃xA(x) �¡ǑTín�Ìúª.3þ5K¥§A Ǒ?Ûúª§t Ǒ?Û�§3 ∀R Ú ∃L ¥§gdC� b �¡ǑTín�AÆC�(eigenvariable)§Ù7ØÑy3 Γ,∆ ¥.ùÒ´¤¢�AÆC���.±þ�¤
 LK ��E.½½½ÂÂÂ10.7. (y²ä) �S, S1ÚS2Ǒ¥�
(1) eSǑún§K±SǑ(:�ü:äǑÙy²ä¶
(2) ek LK 5K�S1

S
§�S1ky²äT1,KS�y²äǑ

(3) ekLK5K�S1S2

S
�Si(i = 1, 2)ky²äTi(i = 1, 2),KS�y²äǑ

±e·�Ǒry²ä{¡Ǒy².3 LK ¥§e S ky²ä§K¡ S 3 LK ¥�y§¯¢þ§S �y²ä��ºþ�¥�ǑúnÙ�¡Ǒ�¥�§�e�¥�Ǒ S Ù�¡Ǒª¥�.±e½Â�Ñ�
â�.½½½ÂÂÂ10.8.
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(1) 3 LK �5K¥§ØÌ9úª±	§3�� Γ,∆,Π ½ Λ ¥�úª�¡Ǒ�úª(side formula)¶
(2) á���

(2.1) �CǑín5KJ¥��úª§eCǑ3J�þ¥����¥Ñyu,� �§K3J�e¥�����Ó �þÑy����C �¡Ǒþ¡C�á���.

(2.2) �CǑín5KJ(ÙØǑ�Ú�)¥�9úª§�o�A�ÌúªǑC�á���.

(2.3) 3�5K¥§þ¥�¥�AÚB�á���©OǑe¥�¥�AÚB.

(2.4) 3Cut¥§Cutúªvká���.

(3) CǑD�á���DǑC�á���.

(4) CǑD����3C0, C1, ..., Cn�CǑC0,CnǑD�é?Ûi < n,CiǑCi+1�á��.5¿�n = 0�§C ǑC��.

(5) CǑD�����CǑD���C�D�Ó.

(6) �������Ó�½Â.½½½ÂÂÂ10.9. �PǑy²ä§aǑgdC�§tǑ�.·�^P (a)ÚP (t)L«P (t)d3P?Ûúª¥z�a�gdÑy�tO��.···KKK10.10. eP (a)Ǒy²ä§�a�t¥?ÛgdC�ÑØQ^�ǑP (a)¥�AÆC�§KP (t)Ǒy²ä.yµ3�SK.½½½ÂÂÂ10.11. �PǑLK-y²ä§PǑ�K��éuP¥Ñy�?ÛgdC�ak
(1) e a ÑyuP�ª¥�¥§K a ØQ�^�P�AÆC�¶
(2) e a ØÑyuP�ª¥�¥§K a T�^�P�,�5KJ�AÆC��g� a =ÑyuínJ�þ�¥�¥.···KKK10.12. ePǑy²äÙªuΓ ⊢ ∆,K�3�K�y²äP ′ÙªuΓ ⊢ ∆.yµ3�SK.
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½½½ÂÂÂ10.13. �PǑΓ ⊢ ∆�y²§eP¥��5KÑy§K¡PǑ��y²§ù�¡Γ ⊢ ∆k��y².���½½½10.14. �lS1½S1, S2²k¡g(�ín5K�S,·�æ^PÒ
e¡·�y² Gentzen � Hauptsatz:½½½nnn10.15. e Γ ⊢ ∆ 3 LK ¥k�y²§K Γ ⊢ ∆ 3 LK ¥k���y².·�ky²�
ÚnµÚÚÚnnn10.16. � Γ ⊢ ∆ �y²P¥/u

Γ ⊢ ∆, A A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆e A Ǒ�fúª� Q � R ©OǑ Γ ⊢ ∆ § A � A § Γ ⊢ ∆ ���y²§K�3 Γ ⊢ ∆ �����y².y: �¹1: A ∈ ∆ §� ∆ Ǒ ∆1, A,∆2 l
§Ǒ Γ ⊢ ∆ ���y².�¹2: A ∈ Γ ,��¹1Ón�y.�¹3: A /∈ Γ � A /∈ ∆ ,3R¥ò¤k� Π ⊢ Λ d Π−,Γ ⊢ Λ,∆ O�� R′ §ùp Π− Ǒ3 Π¥í�¤k�A¥����.Ø
�¥�	§ R′ ò¤Ǒ��ªu Γ,Γ ⊢ ∆,∆ �y².éu�¥�§ B ⊢ B ,·�©�¹?Øµ
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(1) B Ø´ A ����l3 R′ ¥§ B ⊢ B C¤ B,Γ ⊢ ∆, Bl
Ǒ B,Γ ⊢ ∆, B ���y².

(2) B Ǒ A ����§= B Ǒ Al3 R′ ¥ B ⊢ B C¤ Γ ⊢ ∆, A ,§k��y² Q.Ïd·��ò R′ C¤y² P ∗ Ù¥���ªu Γ ⊢ ∆ .ÚÚÚnnn10.17. � Γ ⊢ ∆ �y² P ¥/
Γ ⊢ ∆, A A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
Cute d(A) = d �3y² Q � R ¥¤kCut�Ý��u d§K�3 Γ ⊢ ∆ �y² P ∗ Ù¥¤kCut�Ý��u d.y²: Äk·��b½ P ´�K�§ù´ÏǑ�?1k¡g�C�U¶r P CǑ�Ky².Ùg·��b½ Q � R �¹����rín5K§ù´ÏǑe Q ¥=¹fín§K A ∈ Γ ½k B � B ∈ Γ � B ∈ ∆ §l Γ ⊢ ∆ �k��y².e R ¥=¹fín§KÓn Γ ⊢ ∆ �k��y².3±þü�b½e§·�é d(A) 8B5y².�¹1: A Ǒ�f�.dÚn10.16�(Ø¤á.�¹2: A Ǒ ¬B .·�ò�� B,Γ ⊢ ∆ �y² Q∗ § Γ ⊢ ∆.B �y² R∗ ,l

Γ ⊢ ∆, B B,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
Cut
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� P ∗ Ù¥��Cut�ÝǑ d(A)− 1 .

(2.1) �� Q∗ Xeµ3 Q ¥òz� Π ⊢ Λ d Π, B ⊢ Λ− O�� Q′ §Ù¥ Λ− d3 Λ ¥í¤k�úªA�����.ù� Q′ �Ø´��Ü{�y²§¯K3uü::

(a) Q ¥ ¬R �ínµ
B,Π ⊢ Λ

Π ⊢ Λ,¬BC¤ Q′ ¥�
B,Π, B ⊢ Λ−

Π, B ⊢ Λ−,�I�C¤ÒÜ{
.

(b) éu Q ¥��¥�C ⊢ C (C Ǒ�f�)§3 Q′ ¥CǑ B,C ⊢

C §ù�d
C ⊢ C

B,C ⊢ C
WL�.ù�·���� B,Γ ⊢ ∆ �y² Q∗ Ù¥?ÛCut�Ý�C.

(2.2) Ón�� Γ ⊢ ∆, B �y² R∗ Ù¥?ÛCut�Ý�C.�¹3: AǑ B ∨ C

(3.1) lQ�� Γ ⊢ ∆, B, C �y² Q∗ .3 Q ¥òz� Π ⊢ Λ d Π ⊢

Λ−, B, C O�� Q′ §ùp Λ− d3 Λ ¥í�¤k�úª�����.ù� Q′ �Ø´��Ü{�y²§¯K3uü:µ
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(a) Q ¥� ∨R ín
Π ⊢ Λ, B, C

Π ⊢ Λ, B ∨ C
∨RC¤ Q′ ¥�

Π ⊢ Λ−, B, C

Π ⊢ Λ−, B, C·�í�dín.

(b) éu�¥� E ⊢ E (E Ǒ�f�)3 G′ ¥C¤ E ⊢ E,B,C §ù�?�Ǒù�·���� Γ ⊢ ∆, B, C �y² Q∗ Ù¥?ÛCut�Ý�C.

(3.2) l R �� B,Γ ⊢ ∆ �y² RB.3 R ¥òz� Π ⊢ ∆ d B,Π−
⊢ ∆ O�� R′

B §ùp Π− d3 Π ¥í�¤k�úª A �����.ù� R′

B �Ø´��Ü{�y²§¯K3uü:µ
(a) R ¥� ∨L ínµ

B,Π ⊢ Λ C,Π ⊢ Λ

B ∨ C,Π ⊢ ΛC¤ R′

B ¥�
B,Π−

⊢ Λ B,C,Π−
⊢ Λ

B,Π− ⊢ Λù�í�± B,C,Π−
⊢ Λ Ǒ��fä.

(b) éu�ffl E ⊢ E§3R′

BC¤ B,E ⊢ E§ùd E ⊢ E =�.ù�·��l R′

B ��Ü{� B,Γ ⊢ ∆ �y² RB Ù¥?ÛCut�Ý�C.

(3.3) Ón��� C,Γ ⊢ ∆ �y² RC Ù¥?ÛCut�Ý�C.
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(3.4) �� P ∗ Xeµ
cut

cut

WR

ù� P ∗ Ǒ Γ ⊢ ∆ �y²� P ∗ ¥Cut�Ý��u d(A) .�¹4: � A Ǒ B ∧ C,B → C �§Ón�y.�¹5: � A Ǒ ∃x.B(x) µ
(5.1) 3 Q ¥§ ∃x.B(x) �Ú\�Ukü«�ªµdf5KÚ ∃R 5K.�3 Q ¥o��3 k(≥ 0) � ∃R ín5K�§��ÌúªǑ�úª ∃x.B(x) ����§-§�Ǒ

Πi ⊢ Λi, B(ti)

Πi ⊢ Λi, ∃xB(x)

i = 1, 2, · · · , k.

(5.2) Ó�§�3 R ¥o��3 l(≥ 0) � ∃L ín5K�§��ÌúªǑ�úª ∃x.B(x) ����§-§�Ǒ
B(aj),Π

′

j ⊢ Λ′

j

∃xB(x),Π′

j ⊢ Λ′

j

j = 1, 2, · · · , l.

(5.3) éuz� i ≤ k §�� B(ti),Γ ⊢ ∆ �y² Ri .3 R ¥?1Xeö�µ
(a) 3 R ¥ aj(j ≤ l) �z�Ñy�d ti O�¶
(b) 3 R ¥�úª ∃xB(x) �z����d B(ti) O�¶
(c) í�ù
 l � ∃L ín. ù�Ò�� Ri .P ��K5�y±þö�ØKǑ R ¥�AÆC�^�.
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(5.4) 3 Q ¥z� Π ⊢ Λ d Π,Γ ⊢ ∆,Λ− O�§ùp Λ− d3 Λ ¥í�¤k�úª A �����.ù���
ä Q′ §ù� Q′ ¿�ǑÜ{�y².é Q′ �Xeö��§Ù¤Ǒ Γ ⊢ ∆ �y² P ∗ µ
(a) éu Q′ ��©¥�E,Γ ⊢ ∆, E §�I\þ
�Ò¤Ü{y²¶

(b) éu Q ¥�1 i � ∃R ín§§3 Q′ CǑ
Πi,Γ ⊢ ∆,Λi, B(ti)

Πi,Γ ⊢ ∆,Λiù�d±eínO�¤Ü{y²µ
cut5¿dCut�ÝǑ d(A) − 1 .

(c) Q′ �ª¥�Ǒ Γ,Γ ⊢ ∆,∆ §ù�I�\þ
�Ò¤Ü{y².ù�� P ∗ Ǒ Γ ⊢ ∆ �y²Ù¥¤k��úª�Ý��u d(A) .8B�¤.ÚÚÚnnn10.18. e P Ǒ Γ ⊢ ∆ �y²Ù¥¤kCut�Ý 6 d §K�3 Γ ⊢ ∆ �y² P ∗ Ù¥¤kCut�Ý < d .y²: - k Ǒ P ¥ÝǑ d �Cut��ê.é k 8By²(ØXeµ
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CÄµ k = 0 §´�(Øý.8Bb½( I.H. ): � k 6 n �§(Ø¤á.8BÚ½µ k = n+ 1 §Ø�� P ªuÝǑ n+ 1 �Cutínµ
Γ ⊢ ∆, A A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆ÏǑ Q Ú R ¥ÝǑd�Cut��ê�g� 6 n §�d I.H. ��3 Γ ⊢

∆, A �y² Q∗ Ú A,Γ ⊢ ∆ �y² R∗ Ù¥¤kCut �Ý < d §l�� P ′ Ǒ
Γ ⊢ ∆, A A,Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆2dÚn10.17�(Ø¤á.

Hauptsatz ���yyy²²²: � P Ǒ Γ ⊢ ∆ �y²§-
d(P ) = max{d(A)| A Ǒ P ¥Ñy��úª }.éu d(P ) 8B5y Γ ⊢ ∆ k����y².CÄµ d(P ) = 0 §l P ¥¤k��úª�Ǒ�f�§dÚn 10.16 �

Γ ⊢ ∆ k����y².8Bb½µ d(P ) 6 l �(Ø¤á.8BÚ½µ d(P ) = l + 1 §dÚn 10.18 ��3 Γ ⊢ ∆ �y² P ∗ �
d(P ∗) 6 l §ld I.H. � Γ ⊢ ∆ k����y².ù�Ò�¤ Hauptsatz �y²§T½nkNõ��íØ§X Craig ½n§ Robinson ½n�(ë�Takeuti, G.(1975)).
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111���ùùùSSSKKK
1. 3 LK ¥òúnO�Ǒ Γ, A,∆ ⊢ Π, A,Λ (ùp A Ǒ?Ûúª)�XÚ LK′ §y² LK�du LK′§=Γ ⊢ ∆3 LK¥�y⇔ Γ ⊢ ∆3 LK′ ¥�y.

2. 3 LK ���y²¥§e C Ǒ D ��§K C Ǒ D �fúª.

3. 3 LK ¥§�Ñ ∀xA(x) → B ⊢ ∃x(A(x) → B) ���y²§ùp A(a) Ú B pÉ��Ǒ�f�§�BǑéf.

4. y²·K 10.10.

5. �5K mix (�éu A)Ǒµ
Γ ⊢ ∆ Π ⊢ Λ

Γ,Π∗ ⊢ ∆∗,Λ
,y² LK−Cut+mix �du LK.ùp Π� ∆¥�¹ A§� Π∗ Ú ∆∗ ©Od3 Π Ú ∆ ¥í�¤k A �Ñy�.

6. y²3 LK �����y²¥?ÛÑy�úª�Ǒª¥�¥,�úª�fúª.

7. y²�¥�⊢ 3 LK ¥Ø�y.

8. y² P (a) ⊢ Q(a)3 LK¥Ø�y§ùp P Ú QǑ��¢�pÉ§aǑ~�.

9. 3 LK ¥�Ñ A → (B → C) ⊢ B → (A → C) ���y².
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第第第十十十一一一讲讲讲 紧紧紧性性性定定定理理理

紧性定理是符号逻辑的一个极其重要的定理.本讲主要给出命题逻辑和一阶

逻辑的紧性定理，我们将用语义方法证明此定理.

定定定义义义11.1. 设 E 为非空集,F ⊆ P(E)

(1) F 为 E 上滤指

(i) E ∈ F

(ii) A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F

(iii) B ⊇ A ∈ F ⇒ B ∈ F

(iv) ∅ /∈ F

(2) F为E上超滤指

(i) F为E上滤

(ii) D为E上滤且F ⊆ D ⇒ F = D

(3) 设∅ ̸= C ⊆ P(E)，C有有穷交性质 (f.i.p.) 指

∀A1, ..., An ∈ C,A1 ∩A2... ∩An ̸= ∅.

命命命题题题11.2. 令C+ = {A ⊆ E | ∃A1∃A2...∃An ∈ C.A1 ∩A2... ∩An ⊆ A}

(1) C ⊆ C+;

(2) C+为E上滤⇔ C有 f.i.p.;

(3) 若C ⊆ D且D为E上滤，则C+ ⊆ D;
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(4) 若C+为滤，则C+ =
∩
{F | C ⊆ F 且F 为E 上滤},C+被称为由C生成的

滤.

证明: (1) C ⊆ C+ 易见；

(2) ∵ C+ 满足滤定义中的 (i)− (iii)

∴ C+ 为 E 上滤

⇔ ∅ /∈ C+

⇔ ∀A1∀A2...∀An ∈ C,A1 ∩A2 ∩ ... ∩An ̸= ∅

⇔ C 有 f.i.p.

(3) 设 C ⊆ D 且 D 为滤,

∵ A ∈ C+ ⇒ ∃A1∃A2...∃An ∈ C.A1 ∩A2... ∩An ⊆ A

⇒ ∃A1∃A2...∃An ∈ D.A1 ∩A2.. ∩An ⊆ A

⇒ ∃B ∈ D.B ⊆ A

⇒ A ∈ D

∴ C+ ⊆ D.

(4) 由 (3) 知 C+ ⊆
∩
{F | C ⊆ F 且 F 为 E 上滤 }

∵ C+ 为滤，∴ C+ ∈ {F | C ⊆ F 且 F 为 E 上滤 }，

从而C+ ⊇
∩
{F | C ⊆ F 且 F 为 E 上滤 },

因此等式成立.

命命命题题题11.3. 设 ∅ ̸= U ⊆ P(E) 且 U 有 f.i.p. ，我们有

U 为 E 上超滤 ⇔ ∀X ⊆ E,X ∈ U ↔ (E − X) /∈ U .

证明: “⇒”设 U 为 E 上超滤，

(1) 设 X ∈ U ，欲证 E−X /∈ U ，反设 E−X ∈ U ，从而 ∅ = X∩ (E−X) ∈

U 矛盾！

(2) 设 E−X /∈ U ，欲证 X ∈ U ，令 C = U ∪{X}，从而 C 有 f.i.p.，这是

因为对于 Y ∈ U ，若 Y∩X = ∅，则 Y ⊆ E−X，从而 E−X ∈ U 矛盾.因

此 C+ 为 E 上滤，且 C+ ⊇ U ，从而 C+ = U （ U 为超滤）.故 X ∈ U .
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“⇐”设 X ∈ U ↔ (E − X) /∈ U 对任何 X ⊆ E 成立.欲证 U 为超滤.

(1) ∵ U 有 f.i.p. ∴ ∅ /∈ U .

(2) ∵ E ∈ U ↔ E − E /∈ U ↔ ∅ /∈ U ∴ E ∈ U .

(3) 设 X,Y ∈ U ,

∵ X ∩ Y ∩ [(E − X) ∪ (E − Y)] = ∅

∴ (E − X) ∪ (E − Y) /∈ U ，从而 E − (X ∩ Y) /∈ U ，故 X ∩ Y ∈ U .

(4) 设 X ∈ U 且 Y ⊇ X ,

∵ X ∩ (E − Y) = ∅,∴ E − Y /∈ U ，故 Y ∈ U . 从 (1)− (4) 知 U 为滤.

(5) 对于 U ⊆ D 且 D 为 E 上滤，欲证 U = D ，只需证若 X ∈ D 则 X ∈ U ,

∵ (E − X) ∩ X = ∅,∴ E − X /∈ D.

反设 X /∈ U 则 E − X ∈ U ，从而 E − X ∈ D 矛盾！因此 X ∈ U .

在以下命题中我们需要用到 Zorn 引理，亦即用到 AC ，它们两者是等价

的（参见 Jech,T.[2006] ）.

Zorn 引理: 设 S 为偏序集，若 S 中的每个链皆有界，则 S 有极大元.

命命命题题题11.4. 设 E 为非空集且 ∅ ̸= C ⊆ P(E) ，若 C 有 f.i.p. ，则存在一个包

含 C 的超滤 U .

证明: 令 S = {F | C ⊆ F 且 F 为 E上滤 }，从而 C+ ∈ S，故 S ̸= ∅ .设D1 ⊆

D2 ⊆ D3 ⊆ ... ⊆ Dn ⊆ ... 为 S 中的任何链，以下证 {Dn | n ∈ N} 有

界.令 D =
∪

n∈N

Dn ，欲证 D 为 {Dn | n ∈ N} 的上界:

(1) C ⊆ D 易见；

(2) E ∈ D 易见；

(3) X,Y ∈ D ⇒ 有 m 使 X,Y ∈ Dm ⇒ 有 m 使 X∩Y ∈ Dm ⇒ X∩Y ∈ D ；

(4) X ∈ D 且 X ⊆ Y ⇒ 有 m 使 X ∈ Dm 且 X ⊆ Y ⇒ Y ∈ Dm ⇒ Y ∈ D ；
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(5) ∅ /∈ Dn(n = 1, 2...) ⇒ ∅ /∈
∪

n∈N

Dn .

因此 D ∈ S 且 Dn ⊆ D 故 D 为 {Dn | n ∈ N} 的上界.

由 Zorn 引理存在极大元 U ∈ S ，从而有 E 上超滤 U 使 U ⊇ C .

定定定义义义11.5. 设 I 为非空集， V = {vi | i ∈ I} 为赋值集.令 U 为 I 上滤，定义赋

值 v 如下：

对于任何 P ∈ PS, v(P ) = T ⇔ {i | vi(P ) = T} ∈ U .

命命命题题题11.6. 若 U 为超滤，则

(1) v(P ) = F ⇔ {i | vi(P ) = F} ∈ U；

(2) 对于命题 A ， v � A⇔ {i | vi � A} ∈ U .

证明: (1) 易见；

(2) 对 A 的结构作归纳证明 v � A⇔ {i | vi � A} ∈ U :

(i) A ≡ P

v � A⇔ v(P ) = T ⇔ {i | vi � P} ∈ U；

(ii) A ≡ ¬B

v � ¬B ⇔ v(B) = F ⇔ {i | vi � B} /∈ U ⇔ I − {i | vi � B} ∈ U ⇔

{i | 非 vi � B} ∈ U ⇔ {i | vi � ¬B} ∈ U；

(iii) A ≡ B ∧ C

v � B ∧ C ⇔ v(B) = v(C) = T

⇔ {i | vi � B} ∈ U 且 {i | vi � C} ∈ U

⇔ {i | vi � B} ∩ {i | vi � C} ∈ U

⇔ {i | vi � B ∧ C} ∈ U .

当 A ≡ B ∨ C 或 A ≡ B → C 时，同理可证.

定定定义义义11.7. 设 Γ 为命题集且任何 Γ 的有穷子集 ∆ 可满足，令

I = {∆ | ∆ 有穷且 ∆ ⊆ Γ} ，
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对于 i ∈ I ， vi 为满足 i 的赋值，即 vi � i(i ∈ I) .令 A∗ = {i ∈ I | A ∈

i}，C = {A∗ | A ∈ Γ}.

命命命题题题11.8. C 有 f.i.p..

证明: ∵ {A1, ..., An} ∈ A∗
1 ∩A∗

2 ∩ ... ∩A∗
n

∴ C 有 f.i.p. .

从而我们有超滤 U ⊇ C ，对于 A∗ ∈ U

∵ i ∈ A∗ ⇔ A ∈ i⇒ vi � A
∴ A ∈ Γ ⇒ A∗ ⊆ {i ∈ I | vi � A}

命命命题题题11.9. 若 A ∈ Γ ，则 {i ∈ I | vi � A} ∈ U

证明: ∵ A ∈ Γ ⇒ A∗ ∈ U 又 A∗ ⊆ {i ∈ I | vi � A}
∴ {i ∈ I | vi � A} ∈ U

定定定理理理11.10. 对于以上的超滤 U 和 I ，定义赋值 v 如下：

v(P ) = T ⇔ {i ∈ I | vi(P ) = T} ∈ U

我们有 v � Γ.

证明: 对于任何命题 A ，我们有：

(1) v � A⇔ {i ∈ I | vi � A} ∈ U ;

(2) 对于任何 A ∈ Γ, {i ∈ I | vi � A} ∈ U .故 v � A，从而 v � Γ.

v为Γ的模型.

对于命题逻辑的紧性定理，我们还有以下的语义证法.

定定定理理理11.11. 设 Γ 为命题的集合，若 Γ 的任何有穷子集可满足，则 Γ 可满足.

证明: 在证明此定理之前需要一些准备.

(1) 称 ∆ 为有穷可满足指 ∆ 的任何有穷子集可满足；

(2) 所有命题可被排列为 A0, A1, ..., An, ...(n ∈ N) ；

126



(3) 设 ∆ 为有穷可满足，A 为命题.若 ∆ ∪ {A} 不为有穷可满足，则 ∆ ∪

{¬A} 为有穷可满足.

设 ∆ ∪ {A} 不为有穷可满足，反设 ∆ ∪ {¬A} 也不为有穷可满足，从而

存在 ∆1,∆2 ⊆ ∆ 使 ∆1,∆2 皆有穷且 ∆1 ∪ {A} 与 ∆2 ∪ {¬A} 皆不可满

足.由于 ∆1 ∪∆2 为 ∆ 的有穷子集，故有 v 使 v � ∆1 ∪∆2，然

(i) 当 v � A 时，v � ∆1 ∪ {A}，从而矛盾；

(ii) 当 v 2 A 时，v � ∆2 ∪ {¬A}，从而矛盾.

故 ∆ ∪ {¬A} 有穷可满足.

以下为紧性定理的证明：

令

Γ0 = Γ

Γn+1 =

Γn ∪ {An} ,若 Γn ∪ {An} 有穷可满足

Γn ∪ {¬An} ,否则

先对 n 归纳证明 Γn 有穷可满足……(*).

奠奠奠基基基：：： n = 0 时，易见(*)成立.

归归归纳纳纳假假假设设设：：： 设 Γn 有穷可满足.

归归归纳纳纳步步步骤骤骤：：：若 Γn∪{An}有穷可满足，则 Γn+1 有穷可满足，否则由以上(3)可

知 Γn ∪ {¬An} 有穷可满足，即 Γn+1 有穷可满足.归纳完成.

令 ∆ =
∪
{Γn | n ∈ N}，我们有 ∆ 为有穷可满足.设 Φ 为 ∆ 的有穷子集，

从而有 k 使 Φ ⊆ Γk,因此 ∆ 有穷可满足.

下面证对任何命题变元 pi， pi ∈ ∆ 或 ¬pi ∈ ∆ 且恰具其一.

设 pi 为 Al.若 pi /∈ ∆，则 Al /∈ ∆，从而 Γl ∪ {Al} 不为有穷可满足，因

此 ¬Al ∈ Γl+1，故 ¬pi ∈ ∆.

又反设 pi,¬pi ∈ ∆，从而 ∆ 的子集 {pi,¬pi} 不可满足，故 ∆ 不为有穷可

满足.

令
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v(pi) =

T 若 pi ∈ ∆

F 若 ¬pi ∈ ∆

以下对 A 的结构归纳证明：若 A ∈ ∆ 则 v � A ，否则 v 2 A......(∗) .

情形1. A 为命题变元 pi，由上知(*)成立.

情形2. A 为 ¬B.

1. 当 A ∈ ∆ 时，∆ 为有穷可满足，所以 B /∈ ∆，从而由 I.H. 知 v 2

B，从而 v � ¬B.

2. 当 A /∈ ∆ 时，即 ¬B /∈ ∆，设 B 为 Al，从而 Γl ∪ {B} 有穷可

满足（若不然，有 ¬B ∈ Γl+1，与 ¬B /∈ ∆ 矛盾）.故 B ∈ ∆，

由 I.H. 知 v � B，从而 v 2 A.

情形3. A 为 B ∧ C.

1. 当 A ∈ ∆ 时，有 B ∈ ∆.

反设 B /∈ ∆，从而 ¬B ∈ ∆，但 {A,¬B} 不可满足，矛盾.因

此 B ∈ ∆，同理 C ∈ ∆.

由I.H. 知 v � B, v � C 从而v � A.

2. 当 A /∈ ∆ 时，有 B /∈ ∆ 或 C /∈ ∆.

反设 B ∈ ∆且 C ∈ ∆，从而由 A /∈ ∆知 ¬A ∈ ∆，然 {¬A,B,C}不

可满足，故矛盾.因此 B /∈ ∆ 或 C /∈ ∆.不妨设 B /∈ ∆，从而 v 2

B，因此 v 2 A.

其他情形同理可证(*)成立.

因此我们有 v � ∆，故 ∆ 可满足，从而 Γ 可满足.

下面我们将给出一阶逻辑的紧性定理.

定定定义义义11.12. 设 I ̸= ∅，D 为 I 上的滤，(Ai)i∈I 为一簇非空集，令
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(1) C =
∏

i∈I Ai = {f : I →
∪

i∈I Ai | (∀i ∈ I)(f(i) ∈ Ai)}，有时

记 f 为 ⟨f(i) | i ∈ I⟩；

(2) C 上二元关系 =D 被定义为：

∀f, g ∈ C, f =D g ⇔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ D.

命命命题题题11.13. =D 为 C 上的等价关系.

证明: (1) 自反性 f =D f （因为 I ∈ D ）；

(2) 对称性 f =D g ⇒ g =D f 易见；

(3) 传递性 f =D g & g =D h⇒ f =D h.

∵ f =D g & g =D h⇒ A = {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ D & B = {i ∈ I | g(i) = h(i)} ∈ D

⇒ {i ∈ I | f(i) = h(i)} ⊇ A ∩B ∈ D

⇒ f =D h.

∴ 传递性为真.

定定定义义义11.14. 设 L 为一阶语言，对于 i ∈ I，Ai 为 L− 结构，{Ai | i ∈ I} 关

于模 D 的积 B 为一个 L 结构.其定义如下:

(1) B 的论域 B = {[f ]D | f ∈
∏
i∈I

Ai}，这里 [f ]D 为f关于 =D 的等价类，

有时简记为 [f ].事实上，B = (
∏
i∈I

Ai)/ =D，有时记 B 为
∏
D

(Ai)i∈I .

(2) 对于常元 c，cB = [⟨cAi | i ∈ I⟩]D.

(3) 对于 n 元函数 f 且 n > 0，任给 [gj ](j ≤ n) ∈ B

fB([g1], ..., [gn]) = [⟨fAi(g1(i), ..., gn(i)) | i ∈ I⟩]D

(4) 对于n元谓词 p，任给 [gj ](j ≤ n) ∈ B

pB([g1], ..., [gn]) = T ⇔ {i | pAi(g1(i), ..., gn(i)) = T} ∈ D

当 D 为超积时，称
∏
D

(Ai)i∈I 为 {Ai | i ∈ I} 的超积.

下面命题说明 B 的定义是合法的.
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命命命题题题11.15. =D 为同余关系.

证明: (1) 设 f 为一元函数（对于多元函数同理可证），设 g =D h，欲

证 fB([g]) = fB([h]).

∵ fB([g]) = fB([h])

⇐ ⟨fAi(g(i)) | i ∈ I⟩ =D ⟨fAi(h(i)) | i ∈ I⟩

⇐ {i ∈ I | fAi(g(i)) = fAi(h(i))} ∈ D

⇐ {i ∈ I | g(i) = h(i)} ∈ D

⇐ g =D h

∴ 得证.

(2) 设 p 为一元谓词，设 g =D h，欲证 pB([g]) = T ⇔ pB([h]) = T，

只需证 {i | pAi(g(i)) = T} ∈ D ⇔ {i | pAi(h(i)) = T} ∈ D，只需

证 {i | pAi(g(i)) = T} ∈ D ⇒ {i | pAi(h(i)) = T} ∈ D.

令 A = {i | pAi(g(i)) = pAi(h(i))}，从而 A ∈ D，

故若 {i | pAi(g(i)) = T} ∈ D，则

{i | pAi
(h(i)) = T} ⊇ {i | pAi

(g(i)) = T} ∩A ∈ D，

从而 {i | pAi(h(i)) = T} ∈ D.

约约约定定定：：：为了以下叙述方便，我们采用一些简记：设 t 为项，A 为公式

且 FV (t), FV (A) ⊆ {y1, · · · , yn}, 令赋值为 σ, σ(yi) = ai (i = 1, 2, · · · , n),

B 为结构.

(1) tB[σ] 简记为 tB [a1, · · · , an];

(2) AB[σ] 简记为 AB [a1, · · · , an];

(3) B �σ A 简记为 B � A[a1, · · · , an].

命命命题题题11.16. 设 t 为项且 FV (t) ⊆ {y1, ..., yn}，对于任何 [gj ] ∈ B (j =

1, 2, ..., n)，有

tB [[g1], ..., [gn]] = [⟨tAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D ......(*)
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证明: 对 t 的结构归纳证明(*).

情况1. t 为常元 C，易见(*)成立；

情况2. t 为 y1，LHS ≡ [g1]，RHS ≡ [⟨g1(i) | i ∈ I⟩]D = [g1]；

情况3. t为 f(s)，且 FV (s) ⊆ {y1, ..., yn}

LHS ≡ (f(s))B [[g1], ..., [gn]]

= fB(sB [[g1], ..., [gn]])

= fB([⟨sAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D) （这里用 I.H.）

= [⟨fAi(sAi [g1(i), ..., gn(i)]) | i ∈ I⟩]D
= [⟨tAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D

命命命题题题11.17. 设A为公式且 FV (A) = {y1, ..., yn}，对于任何 [gj ](j = 1, 2, ..., n) ∈

B，B � A[[g1], ..., [gn]] ⇔ {i ∈ I | Ai � A[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D ......(*).

证明: 对 A 的结构作归纳证明(*)

情况1. A 为 t
.
= s

B � (t
.
= s)[[

⇀
gj ]]

= tB [[
⇀
gj ]] = sB [[

⇀
gj ]]

⇔ [⟨tAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D = [⟨sAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D
⇔ {i ∈ I | tAi [

⇀
g (i)] = sAi [

⇀
g (i)]} ∈ D

⇔ {i ∈ I | Ai � (t
.
= s)[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D

（n 元情况同理可证）.

情况2. A为 p(t)

B � p(t)[[
⇀
g ]]

⇔ pB(tB[[
⇀
g ]]) = T

⇔ pB([⟨tAi [g1(i), ..., gn(i)] | i ∈ I⟩]D) = T

⇔ {i | pAi(tAi [g1(i), ..., gn(i)]) = T} ∈ D

⇔ {i | Ai � A[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D
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情况3. A 为 ¬H.

B � ¬H[[
⇀
g ]] ⇔ B 2 H[[

⇀
g ]]

⇔ {i ∈ I | Ai � H[g1(i), ..., gn(i)]} /∈ D

⇔ I − {i ∈ I | Ai � H[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D （因为 D 为超滤）

⇔ {i ∈ I | Ai � ¬H[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D

情况4. A 为 E ∧H.

B � A[[
⇀
g ]] ⇔ B � E[[

⇀
g ]] 且 B � H[[

⇀
g ]]

⇔ {i ∈ I | Ai � E[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D且 {i ∈ I | Ai � H[g1(i), ..., gn(i)]} ∈

D (I.H.)

⇔ {i ∈ I | Ai � E[
⇀
g (i)]} ∩ {i ∈ I | Ai � H[

⇀
g (i)]} ∈ D

⇔ {i ∈ I | Ai � A[
⇀
g (i)]} ∈ D

情况5. A 为 E ∨H，E → H，与上同理可证.

情况6. A 为 ∃x.E,

因为 B � ∃x.E[[g1], ..., [gn]]

⇔ 存在 [g] ∈ B 使 B � E[[g], [g1], ..., [gn]]

⇔ 存在 [g] ∈ B 使 X = {i ∈ I | Ai � E[g(i), g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D 以

及 {i ∈ I | Ai � A[g1(i), ..., gn(i)]} ∈ D ⇔

Y = {i ∈ I | 存在 ai ∈ Ai 使 Ai � E[ai, g1(i), ..., gn(i)] ∈ D

故余下只需证存在 [g] ∈ B 使 X ∈ D ⇔ Y ∈ D

“⇒”部分：设存在 [g] ∈ B 使 X ∈ D，令 ai = g(i)，从而 X ⊆ Y，因

此 Y ∈ D.

“⇐”部分：设 Y ∈ D，令 G = {⟨i, x⟩ | i ∈ I且 x ∈ Ai 且 Ai � E[x,
⇀
g (i)]}

由 AC 知存在 [g] ∈ B 使 ⟨i, g(i)⟩ ∈ G 对任何 i ∈ I 成立.

故 X ∈ D .因此得证.

情况7. A 为 ∀x.E，与上同理可证.

推推推论论论 11.18. 设 A 为句子，B � A⇔ {i ∈ I | Ai � A} ∈ D.这里 D 为超滤.
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定定定理理理11.19 (一阶逻辑的紧性定理). 设 Γ 为句子集，若 Γ 的任何有穷子集可满

足，则 Γ 可满足.

证明: 令 I = {∆ ⊆ Γ | ∆ 有穷 }，且对于 i ∈ I 令 Ai 为满足 i 的结构，

即 Ai � i.对于A ∈ Γ, 令A∗ = {i ∈ I|A ∈ i},

令 C = {A∗ | A ∈ Γ}，从而 C 有 f.i.p.，这是因为对于任何 A∗
1, ..., A

∗
n ∈

C，A∗
1 ∩A∗

2... ∩A∗
n =

n∩
k=1

{i ∈ I | Ak ∈ i} = {i ∈ I | A1, ..., An ∈ i}

从而 {Ai, ..., An} ∈ A∗
1 ∩ ... ∩A∗

n .

由 Zorn 引理知存在超滤 U ⊇ C，从而对于任何 A ∈ Γ，有 A∗ ∈ U .

∵ i ∈ A∗ ⇒ A ∈ i⇒ Ai � A
∴ 对于每个 A ∈ Γ，A∗ ⊆ {i ∈ I | Ai � A}
∵ U 为滤

∴ {i ∈ I | Ai � A} ∈ U 令 B =
∏
U

(Ai)i∈I，从而 B � A ⇔ {i ∈ I | Ai � A} ∈

U，又因为对于每个 A ∈ Γ 有 {i ∈ I | Ai � A} ∈ U，因此 B � A 对于每

个 A ∈ Γ 成立.

故B � Γ, 即Γ可满足.

定定定理理理11.20. 设 Γ 为公式集，若 Γ 的每个有穷子集皆可满足，则 Γ 可满足.

证明: 设 Γ 为 L− 公式集且 FV (Γ) = {yj | j ∈ J}.

令 {cj | ∈ J} 为新常元符，L ′ = L + {cj | j ∈ J}.若 A ∈ Γ，则令 A′ ≡

A[
cj
yj
]，Γ′ = {A′ | A ∈ Γ}.若 Γ 的每个有穷子集皆可满足，则 Γ′ 亦然.这是因为

设 ∆′ ⊆ Γ′ 且 ∆′ 有穷，从而 ∆ ⊆ Γ有穷，故有 L−模型 m和赋值 σ 使 m �σ

∆，在 L ′ 中，令 (Cj)M = σ(yj)，m′ 为 m 的扩展，从而 m′ � ∆′ 即 ∆′ 可满

足，由上定理知 Γ′ 可满足，即有 L− 模型 m′ 使 m′ � Γ′，令 m = m′ � L 且

令 σ(yj) = (cj)M ′，从而 m �σ Γ 即 Γ 可满足.

以上我们给出紧性定理的语义证明，在此用到 AC.事实上，绝大多数教科

书中紧性定理的证明是利用 Gödel 的完备性定理给出的.
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第第第十十十一一一讲讲讲习习习题题题

1. 在初等算术语言 A 中，设 Γ = {(x > SnO) | n ∈ N}，证明 Γ 可满足.

2. 设 Γ 为一阶语言的句子集， φ 为句子，

证明：若 Γ � φ，则存在 Γ 的有穷子集 ∆ 使 ∆ � φ.

3. 证明：若一阶语言句子集 Σ 具有论域基数可为任意大自然数的模型，

则 Σ 具有一个论域为无穷集的模型.

4. 证明：一个无穷地图4-可着色 ⇔ 它的每个有穷子地图4-可着色.

5. 设 φ 为一阶语言 L 的句子，若对任何无穷的 L− 结构 m = (M, I)(|

M |≥ ℵ0)有 m � φ，则存在 k ∈ N使对每个满足 k <|M |< ℵ0的L−结

构 m � (M, I) 有 m � φ.

6. 设 L 为含二元谓词符R带等词的一阶语言，证明不存在 L−句子集 Σ其

至少有一个无穷模型使得每个 Σ 的无穷模型 m 皆有 RM 为 M 的良序，

这里M为 m 的论域.
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第第第十十十二二二讲讲讲 模模模态态态逻逻逻辑辑辑概概概述述述

模态逻辑（Modal Logic）是一类最初由哲学家发展起来的用于研究真理的

不同模式（mode）的逻辑. 这些模式主要包括：可能与必然、过去与将来、

知道与相信、义务与允许等等，相应研究分别构成了模态逻辑的分支：基

本模态逻辑、时态逻辑（Temporal Logic）、认知逻辑（Epistemic Logic）、

道义逻辑（Deontic Logic）等等. 模态逻辑与计算机科学、人工智能均有密

切的联系，例如用于对软硬件系统进行形式化验证的模型检测技术（Model

Checking）应用并发展了时态逻辑；知识表示（Knowledge Representation）

这一人工智能的重要分支与认知逻辑相辅相成; 用于对分布式智能系统进行协

同与控制的规范系统（Normative Systems）继承并推进了道义逻辑.

Blackburn, P. et al.(2002)将模态逻辑的特征总结为如下三点：

1) 模态逻辑是用于描述关系结构的简单而富于表达力的语言；

2) 模态逻辑为关系结构提供了一种内部和局部的视角；

3) 模态逻辑并不是孤立的形式化系统.

本讲将主要围绕上述三个特点，对模态逻辑的基本语法、语义进行概述.

12.1 关关关系系系结结结构构构

定定定义义义12.1. 关系结构是一个元组 F = (W,R1, ...,Rn), 其中 W 被称为 F 的域

（Domain）或宇宙（Universe），R1, ...,Rn 是 F 上的关系.
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W 中的元素在许多不同的场景下通常具有不同的名称，如：点、状态、节

点、世界、时间、瞬间、状况等等. 关系结构的一个有趣的特征是――它们通

常可以被表示成简单的图形.

例例例12.1. 严格偏序是一种关系结构.它是一个二元组 (W,R), 其中 R 满足

• 反自反（∀x¬Rxx）,

• 传递（∀xyz(Rxy ∧Ryz → Rxz)）,

• 反对称（∀xy¬(Rxy ∧Ryx)）.

一个严格偏序是一个线序（或全序）如果它也满足三分法条件（trichotomy）：

∀xy(Rxy ∨ x = y ∨Ryx).

如图 12.1所示是严格偏序的一个例子，其中

• W = {1,2,3,4,6,8,12,24}，

• Rxy表示“x和y是不同的, 而且y可被x整除”.

24 

8

4

2

6

1

3

12 

图 12.1: 一个严格偏序

显然上述关系结构不是一个线序. 但如果我们定义Rxy为“x小于y”,那么就

可在域W中得到一个线序. 线序的例子如(N,<)、(Z,<)、(Q,<)、(R,<), 分别

为自然数、整数、有理数和实数集以及它们的通常的序.
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例例例12.2. 标注转换系统（Labled Transition System, 简称LTS）是一种在计算

机科学中广为使用的简单关系结构,定义为元组 (W,{Ra∣a ∈ A}), 其中 W 是一

个非空状态集， A 是一个非空的标注集，而且对于任何 a ∈ A, Ra ⊆W ×W .

转换系统可以被看作是一种计算的抽象模型：状态集包括计算机可能的状

态，标注表示程序，而 u, v ∈ Ra意味着存在程序 a 的执行始于状态 u 而终于状

态 v.可以很自然地把状态描述为节点，把转换 Ra 表示为有向边.

图 12.2: 一个确定转换系统

如图12.2是一个具有状态 w1,w2,w3,w4 及标注 a, b, c 的转换系统. 关系的定

义为：Ra = {(w1,w2), (w4,w4)}; Rb = {(w2,w3)}; Rc = {(w4,w3)}.这个转换系

统实际上很特殊，因为它是确定性的――从任一状态通过任何转换关系均能达

到确定的下一状态. Ra,Rb,Rc 都是部分函数（Partial Function）.

确定转换系统是重要的，但是在理论计算机科学中更常用的是把非确定性转

换系统作为计算的基本模型.在一个非确定转换系统中，从某个状态通过某种关

系到达的下一状态不一定是确定的，即在此类系统中，转换关系不一定是部分

函数，而是任意的关系.

图 12.3: 一个非确定转换系统

如图12.3是一个非确定转换系统：a是一个非确定性的程序，因为它在状

态 w4 的执行有两种可能的结果：或者转换到 w2，或者回到 w4.
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例例例12.3. 时间的内在结构及其表示是一个耐人寻味的话题.通常可以假设时间是

线性的，即

i) 时间是离散的；

ii) 有一个没有前驱的初始时刻；并且

iii) 有无穷的后续时刻进入未来.

上述三个特征实际上反映于许多现实的应用系统中，例如，对于持续运行的

并发程序：属性i)反映了计算机系统的离散、数字化的特征；属性ii)对应于计

算总是从一个初始状态开始的事实；属性iii)对应于此类系统总是持续运行、并

且理想状态下不会停止.

在线性时间的假设下，时间的内在结构是一个全序集 (S,<), 并且可以进

一步假定其内在结构同构于（通常序下的）自然数集 (N,<). 这意味着可以

把线性时间的结构定义为元组 (S,x), 其中 S 是一个状态集合； x ∶ N → S 是

一个无穷的状态序列. 这实际上是在状态 S 上定义了无穷多个状态转换关

系 {Ri ∣ i ∈ N}，并且假设任意 Ri 定义的状态转换依次执行且仅被执行一次.

x 也叫做时间线（timeline），通常可被更简洁地表示为

x = (s0, s1, s2, ...) = (x(0), x(1), x(2), ...)

此外，在一些场景中 x 也被叫做路径（path）、全路径（fullpath）、计算序

列（computation sequence）或计算（computation）.

a b c d

e

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10,11,12,…

图 12.4: 一个线性时间结构

如图12.4是一个线性时间结构：S = {a, b, c, d, e}, x = (a, b, e, e, c, b, c, d, c, d, ...).

其中 S 可表示系统运行的5个状态，时间线 x 表示系统的状态迁移顺序，图中
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描述的系统以一个确定的顺序进行状态迁移. 而很多现实系统的运行具有不确

定性，其中任何状态都仅有一个前驱状态，但是可能有多个不同的后续状态，

这实质上对应于树状的时间结构.在这类系统中，从任一状态出发，都可能有多

条不同的与自然数集 N 同构的时间线，对应于系统可能的多个不同的状态迁移

顺序.这类时间结构可以表示为 (S,R), 其中 S 是状态集；R是一个定义在 S 上

的完全的二元关系（即满足 ∀s ∈ S,∃s ∈ S ∶ (s, t) ∈ R ）.R描述的是状态间的可

转移关系，一个状态可转移到的后续状态可能有多个，同时R是完全二元关系

的事实保证了任意状态必然有至少一个后继状态.

a b

c

d

e

图 12.5: 一个树状时间结构

如图12.5所示的有向图可以表示一个树状时间结构：S = {a, b, c, d, e}, R =

{(a, b), (b, c), (c, b), (c, d), (d, c), (d, d), (a, e), (b, e), (e, c), (e, e)}. 直观上看，其“树

状”体现于从任意节点解开（unwind）均能得到一个树状的结构.如图12.6为从

状态a解开得到的树状结构.这实际上代表了从状态a出发可能得到的所有状态转

换序列，可以发现图12.4表示的时间线处于最左边的分支.

a

b
e

e c e c

b d b de c e c

c dc eb de cc de cb dc e

图 12.6: 图12.5表示的结构从状态a解开
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12.2 模模模态态态语语语言言言

在本节我们介绍一些常见的模态语言，包括基本模态语言、线性时间时态语

言、以及分支时间时态语言.

定定定义义义12.2. 基本的模态语言基于一个命题符的集合 Φ 以及一个一元模态算

子 ◇(“diamond”)而定义，它的合式公式（well-formed formula）φ 由以下规则

给出：

φ ∶∶= p ∣ � ∣ ¬φ ∣ φ ∨ ψ ∣ ◇ φ

其中 p ∈ Φ, ψ 是一个合式公式. 通常假定命题符的集合 Φ 是一个可数无穷

集 {p0, p1, ...}，当然在某些情况下也能假定其为一个有穷集或不可数无穷集.

就像一阶逻辑的存在量词 ∃ 和全称连词 ∀ 互为对偶（即,∀xα↔ ¬∃x¬α 和

∃xα↔ ¬∀x¬α ），算子 ◇ 也有一个对偶算子 ◻(“box”), 定义为 ◻φ ∶= ¬◇ ¬φ.

其它的常见的逻辑联结词如合取、蕴含、双向蕴含以及常量真可以定义

为：φ ∧ ψ ∶= ¬(¬φ ∨ ¬ψ), φ → ψ ∶= ¬φ ∨ ψ, φ ↔ ψ ∶= (φ → ψ) ∧ (ψ → φ),以

及⊺ ∶= ¬�.

在基本模态语言中◇φ 通常读作“可能φ”,那么按◻φ的定义，它应该读作“不

可能不φ”，即“必然φ”.

例例例12.4. 下面给出一些基本模态逻辑的合式公式：

K: ◻(φ→ ψ)→ (◻φ→ ◻ψ)

T: ◻φ→ φ

4: ◻φ→ ◻ ◻ φ

B: φ→ ◻◇ φ

D: ◻φ→◇φ

5: ◇φ→ ◻◇ φ

其中 φ,ψ 是命题符或一般的合式公式.
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上述式子似乎蕴含着我们的对“可能”与“必然”的理解.它们是分别独立地阐

述上述“可能”与“必然”的概念？还是它们之间通过某种潜在的逻辑推理关系相

互联系？――这些都是困难的、并且具有重要的历史意义的问题.

下面介绍的时态语言主要来自于20世纪七八十年代自动形式化验证领域的

研究成果.

定定定义义义12.3. 线性时间时态语言(Linear-time Temporal Language)基于一个命题

符的集合 Φ 以及线性时间时态算子 U（“Until”） 和 ◯（“neXt-time”） 而定

义, 其合式公式ψ 由以下规则给出：

ψ ∶∶= p ∣ � ∣ ¬ψ ∣ � ∣ ψ1 ∨ ψ2 ∣ ◯ψ ∣ ψ1Uψ2

其中 p ∈ Φ.通常假设 Φ 是一个可数无穷集 {p0, p1, ...}，在某些情况下也能假定

其为一个有穷集或不可数无穷集.

此外，还可以定义一些常用的时态算子如下：

• (“Finally”) ◇ψ ∶= ⊺Uψ

• (“Globally”) ◻ψ ∶= ¬◇¬ψ

• (“Infinitely Often”)
∞
◇ψ ∶= ◻◇ ψ

• (“Almost Everywhere”)
∞
◻ψ ∶=◇◻ ψ

• (“Release”) ψ1Rψ2 ∶= ¬(¬ψ1U¬ψ2)

在一些文献中，时态算子 ◯、◇、◻、U、R 也分别被记作 X、F、G、U、R.

定定定义义义12.4. 分支时间时态语言（Branching-time Temporal Language）由一个

命题符的集合 Φ 、线性时态算子、以及路径选择算子 ∃(“for some futures”) 生

成.可定义两类公式，分别是路径公式（path formula）ψ和状态公式（state

formula）φ，它的合式公式分别由以下规则给出：

φ ∶∶= p ∣ � ∣ φ1 ∨ φ2 ∣ ¬φ ∣ ∃ψ

ψ ∶∶= φ ∣ ψ1 ∨ ψ2 ∣ ¬ψ ∣ ◯ψ ∣ ψ1Uψ2
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上述规则生成的状态公式构成了分支时间时态语言.此外还可以定义另一个常用

的路径选择算子 ∀(“for all futures”) 为：∀ψ ∶= ¬∃¬ψ.其它的时态算子和逻辑联

结词可如常定义. 在有的文献中也把 ∀ 和子 ∃ 分别写作 A 和 E.

此外还可以上述时态语言的一种子语言（sublanguage）为：状态公式φ的定

义不变，而路径公式ψ的规则变为：

ψ ∶∶=◯φ ∣ ψ1Uψ2

即限制原来的路径公式语法，不允许线性时态算子的布尔组合和嵌套.上述规则

生成的状态公式构成了这种简化的分支时间时态语言.容易发现，它实际上等价

于以下语法规则：

φ ∶∶= p ∣ � ∣ ¬φ ∣ φ1 ∨ φ2 ∣ ∃◯φ ∣ ∃ ◻ φ ∣ ∃(φ1Uφ2)

在上述语言中，可以把 ∃◯、∃◻ 和 ∃U 看作基本的时态算子.此外还可以基于此

定义其它5个时态算子如下：

• ∀◯φ ∶= ¬∃◯¬φ

• ∀ ◻ φ ∶= ¬∃◇ ¬φ

• ∀◇ φ ∶= ¬∃ ◻ ¬φ

• ∃◇ φ ∶= ∃(⊺Uφ)

• ∀(φ1Uφ2) ∶= ¬∃(¬φ2U¬φ1 ∧ ¬φ2) ∧ ¬∃ ◻ ¬φ2

12.3 模模模态态态语语语义义义

尽管上文的叙述中已经包含了许多语义描述，但是尚缺乏数学化的确切定义.本

节的目标就是通过利用关系结构解释模态语言来定义形式化的模态语义.这种基

于关系结构定义的语义是1950年代由Saul Kripke提出的，现在被广泛被用于时

态逻辑及模型检测.

定定定义义义12.5. 基本模态语言的模型（model）为 M = (W,R,L), 其中
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• W 是一个非空集；

• R 是W上的一个关系；

• L ∶W → 2Φ 为标记函数，把W中的各个点标记上在该点为真的命题符.

其中 Φ 是一个潜在的命题符的集合.可以发现基本模态语言的模型是由一个关

系结构 F = (W,R) 和一个标记函数 L 构成.在模态逻辑的语义中，通常把上述

关系结构 F 称为框架（frame），把上述模型称为Kripke模型（在有的文献中

也被称为Kripke结构）. 进而我们可以定义基本模态逻辑的语义.

定定定义义义12.6. 令 w 是模型 M = (W,R,L)中的任意状态.一个基本模态语言公

式 φ 在状态 w 被满足（或为真），表示为 M,w ⊩ φ，可归纳地被如下：

• M,w ⊩ p 当且仅当 p ∈ L(W ),其中 p ∈ Φ;

• M,w ⊩ � 从不成立；

• M,w ⊩ ¬φ 当且仅当 M,w ⊧ φ 不成立；

• M,w ⊩ φ ∨ ψ 当且仅当 M,w ⊩ φ 或 M,w ⊩ ψ;

• M,w ⊩◇φ 当且仅当 存在v ∈W ,满足 Rwv 且 M, v ⊩ φ.

根据上述定义也可以得到：

• M,w ⊩ ◻φ 当且仅当 对于任意v ∈W ,如果 Rwv 那么 M, v ⊩ φ.

可见模态满足性的定义是“内部”和“局部”的.公式的真假是就模型内部的状

态而言的，且模态算子 ◇ 的作用是局部的：它只观察当前状态通过关系 R 能

到达的邻居状态.

例例例12.5. (i)考虑如下模型：W = {w1,w2,w3,w4,w5}, Rwiwj 当且仅当 j = i+1,

∀i = {1,4,5} ∶ L(wi) = {q}, ∀j = {2,3} ∶ L(wj) = {q, p}，如图12.7所示：
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图 12.7: 一个基本模态语言的模型

可以得到：

• M,w1 ⊩◇◻ p;

• M,w1 ⊮◇◻ p→ p；

• M,w2 ⊩◇(p ∧ ¬r);以及

• M,w1 ⊩ q ∧◇(q ∧◇(q ∧◇(q ∧◇q))).

注意，s5 是一个不能到达任意后续状态的“盲状态”.按照基本模态逻辑的语

义定义，我们可以得到 M,w5 ⊩ ◻p.实际上对于任意模型中的盲状态，我们均

可以得到 ◻φ 这类公式均像本例子中的一样空真（vacuously true）.

（ii）选用图12.1描述的关系结构作为框架，并定义 Rxy当且仅当 “x与 y不

同，且y 可被 x 整除，且标记函数的定义为：∀x ∈ {4,8,12,14} ∶ L(x) =

{p}, L(6) = {q}, 那么可以得到：

• M,4 ⊩ ◻p;

• M,6 ⊩ ◻p；

• M,2 ⊮ ◻p; 以及

• M,2 ⊩◇(q ∧ ◻p) ∧◇(¬q ∧ ◻p).

模态逻辑的满足关系是定义在模型的状态上的.实际上还可以在框架层

次定义一种有效性（validity），以使关注点集中于这类框架描述的本体

（ontology）的特征.
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定定定义义义12.7. 对于一个任意的模态逻辑公式 φ.我们称

• φ 在框架 F 的状态 w 有效(记作 F,w ⊩ φ)，如果 φ 在任意基于 F 的模

型 M = (F, L) 的状态 w 为真；

• φ 在框架 F 中有效(记作 F ⊩ φ)，如果它在 F 的每个状态上均有效；

• φ 对一类框架 F 有效(记作 F ⊩ φ)，如果它在 F 中的每个框架中均有效；

• φ 有效(记作 ⊩ φ)，如果它对于所有类型的框架均是有效的.

对于框架类 F 有效的所有公式可记作集合 ΛF, 叫作 F 的逻辑.

命命命题题题12.8. (1) 公式 ◇(p ∨ q)→ (◇p ∨◇q) 对于所有的框架均有效.

(2) 公式 ◇◇ p→◇p 不是对于所有的框架有效.

(3) 存在一类框架，公式 ◇◇ p→◇p 对这类框架有效.

证明: (1) 欲证这个结论，可以取任意的框架 F 以及其中的任意状态 w，

并且令 L 为 F 上的一个标注函数，然后证明 若 (F, L),w ⊩ ◇(p ∨ q) 那

么 (F, L),w ⊩◇p∨◇q即可.假定 (F, L),w ⊩◇(p∨ q).由定义可知，存在状态 v,

满足 Rwv 且 (F, L), v ⊩ p∨ q.但是，如果 v ⊩ p∨ q, 那么 v ⊩ p 或 w ⊩ q.因此，

或者 w ⊩◇p, 或者 w ⊩◇q.而这两种情况都有 w ⊩◇p ∨◇q.

(2) 欲证这个结论，我们找出一个框架 F ，其中的一个状态 w，以及

一个标记函数 L，使得上述公式在状态 w 为假即可. 可令 W = {0,1,2}, R =

{(0,1), (1,2)}, L为任意使 L(2) = {p}的标记函数.那么我们有 (F, L),0 ⊩◇◇p,

但是 (F, L),0 ⊮◇p. 因此 (F, L),0 ⊮◇◇ p→◇p.

(3) 可以证明公式 ◇◇ p → ◇p 对于传递框架（transitive frame）是有效

的.所谓传递框架即其中的关系满足传递性的框架.如果 F 是一个传递框架，

且 w 是其中的任意状态， L 是任意标记函数.若 (F, L),w ⊩ ◇◇ p，那么由定

义，有状态 u 和 v, Rwu，Ruv 并且 (F, L), v ⊩ p.但是由于R是传递的，我们可

得到Rwv，因此有 (F, L),w ⊩◇p.进而有 (F, L),w ⊩◇◇ p→◇p.
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定定定义义义12.9. 线性时态语言的模型为线性时间模型 M = (S,x,L), 其中

• S 是一个非空状态集；

• x ∶ N→ S 是一个状态的无穷序列；

• L ∶W → 2Φ 为标记函数，把W中的各个点标记上在该点为真的命题符.

其中 Φ 是一个潜在的命题符的集合.基于此我们可以定义线性时间时态逻辑

（Linear-time Temporal Logic，LTL）的语义：

定定定义义义12.10. 可基于线性时间模型 M = (S,x,L) 定义线性时间时态逻辑的语

义.M, x ⊧ ψ 表示 “在模型 M 的时间线 x 上公式 ψ 为真”. 满足关系 ⊧ 可归纳

地定义如下：

• M, x ⊧ p 当且仅当 p ∈ L(s0),其中 p ∈ Φ;

• M, x ⊧ � 从不成立；

• M, x ⊧ ¬ψ 当且仅当 M, x ⊧ ψ 不成立；

• M, x ⊧ ψ1 ∨ ψ2 当且仅当 M, x ⊧ ψ1 或 M, x ⊧ ψ2;

• M, x ⊧ ψ1Uψ2 当且仅当 ∃j(M, xj ⊧ ψ2 以及 ∀k < j(M, xk ⊧ ψ1));

• M, x ⊧◯ψ 当且仅当 M, x1 ⊧ ψ.

其中 xi 表示路径 x 的后缀 si, si+1, si+2, ... .

例例例12.6. LTL的一些公式对应的满足时间线的模式如图12.8所示：

图 12.8: 线性时间时态逻辑语义示例
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用于为分支时态逻辑提供语义解释的数学结构是如下一个Kripke模型，我们

把它叫做分支时间模型.在有的文献中也把它叫做转换系统.

定定定义义义12.11. 分支时间模型模型为 M = (S,R,L) 其中

• S 是一个非空状态集;

• R ⊆ S × S 是一个完全的二元关系（即∀s ∈ S∃t ∈ S ∶ (s, t) ∈ R）；

• L ∶ S → 2Φ 为标记函数，把W中的各个点标记上在该点为真的命题符.

其中 Φ 是一个潜在的命题符的集合.可见分支时间模型实际上是由一个分支时

间结构 F = (S,R) 以及一个标记函数 L 构成的.

进而我们可以定义一种分支时间时态逻辑，它采用前面定义的分支时间时态

语言，并且以分支时间模型为语义模型.由于这种逻辑内部的潜在的树状的时间

结构，它被命名为计算树逻辑（Computation Tree Logic），简称为CTL∗，而

采用如上文所述的简化语言的版本简称为CTL.

定定定义义义12.12. 对于模型 M = (S,R,L) ，无穷的状态序列 x = (s0, s1, ...) 是一

条全路径（fullpath）当且仅当 ∀i ∈ N ∶ (si, si+1) ∈ R.对于 CTL∗ 的任意状态

公式 φ 和路径公式 ψ，M, s0 ⊧ φ 表示 φ 在 M的状态 s0 为真；M, x ⊧ ψ 表

示 ψ 对于 M 中全路径 x 为真.⊧ 可归纳地定义如下：

(S1) M, s0 ⊧ p 当且仅当 p ∈ L(s0);

M, s0 ⊧ � 从不成立;

(S2) M, s0 ⊧ φ1 ∨ φ2 当且仅当 M, s0 ⊧ φ1 或 M, s0 ⊧ φ2；

M, s0 ⊧ ¬φ 当且仅当 M, s0 ⊧ φ 不成立；

(S3) M, s0 ⊧ ∃ψ 当且仅当 M 中存在全路径 x = (s0, s1, ...)，满足 M, x ⊧ ψ;

(P1) M, x ⊧ φ 当且仅当 M, x ⊧ φ;

(P2) M, x ⊧ ψ1 ∨ ψ2 当且仅当 M, x ⊧ ψ1 或 M, x ⊧ ψ2；

M, x ⊧ ¬ψ 当且仅当 M, x ⊧ ψ 不成立；

(P3) M, x ⊧ ψ1Uψ2 当且仅当 ∃j(M, xj ⊧ ψ2 以及 ∀k < j(M, xk ⊧ ψ1));

M, x ⊧◯ψ 当且仅当 M, x1 ⊧ ψ.
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CTL 作为 CTL∗ 的子集，上述语义定义自然也完全适用.但是可以采用更为

简洁的语义定义，具体而言包括上面的S1，S2，S3以及下面的S4：

(S4) M, s0 ⊧ ∃◯φ 当且仅当 M 中存在状态s1 满足 Rs0s1, 且 M, s1 ⊧ φ；

M, s0 ⊧ ∃ ◻ φ 当且仅当 M 中存在全路径 x = (s0, s1, ...)，满足

∀i ∈ N ∶M, si ⊧ ψ;

M, s0 ⊧ ∃(φ1Uφ2) 当且仅当 M 中存在全路径 x = (s0, s1, ...)，满足

∃j(M, sj ⊧ ψ2 以及 ∀k < j(M, sk ⊧ ψ1));

a b

c

d

e

图 12.9: 线性时间时态逻辑语义示例

例例例12.7. 对于如图12.9所示的模型 M = (S,R,L), 其中 L(a) = L(c) = {white};

L(b) = L(e) = {grey}; L(d) = {black}.我们可以得到：

(1) M, d ⊧ black;

(2) M, a ⊧ ∀◯ grey;

(3) M, a ⊧ ∃◇ ∃ ◻ black;

(4) M, b ⊧ ∃( grey U white);

(5) M, e ⊧ ∀( grey U (white ∧ ∃◯∃ ◻ black));

(6) M, c ⊧ ∀(◯ grey ∨◯ black);

(7) M, a ⊧ ∃(white ∧ ◯ grey ∧ ◯◯ grey ∧ ◇ ∃ ◻ black).

上面(1)-(5)中的公式均属于CTL，但(6)(7)不是，因为后者中存在对线性时态

算子的布尔组合或者嵌套. 读者尝试可以自行在图12.9中找出表明这些公式为真

的路径，这种路径一般称作此公式的见证（witness），而表明一个公式为假的

路径一般称作此公式反例（counterexample）.
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例例例12.8. CTL在用于计算机软硬件系统自动验证的模型检测技术中得到了成功

的应用.一般的方法是把系统的状态转换建模为Kripke模型，把需要验证的属性

表达为CTL公式，于是可通过判定公式是否为真来验证系统是否满足属性（而

前者可以用计算机程序自动进行）.

例如可以表达与验证下列属性：

• ∃◇( Started ∧ ¬ Ready): 到达一个已启动但并未就绪的状态是可能的；

• ∀ ◻ (Req → ∀◇ Ack): 如果发生请求那么会被确认收到；

• ∀ ◻ (∀◇ DeviceEnabled)：一个设备总是可用的；

• ∀ ◻ (∃◇ Restart): 重启总是可能的.

12.4 正正正规规规模模模态态态逻逻逻辑辑辑

上文的讨论主要集中于模态逻辑的语义层面，我们已经可以看出，模态逻辑其

实包括许多适用于不同框架、模型，采用不同语言的逻辑系统.而对于语法层

面，我们需要关注的一件事是为这些逻辑构建公理系统，从而通过语法机制生

成所有的在我们关注的框架类上有效的公式.一种思路是首先构建一种最一般、

最基本的公理系统，然后对于各种不同的逻辑可以继承上述的基本系统，并添

加相应的特征性的公理，从而构成适用于这种逻辑的更强的系统.问题是上述的

基本系统是否存在？上述的语法机制是否与语义后承关系一致？正规模态逻辑

（Normal Modal Logic）的研究为上述问题提供了肯定的答案.

我们将首先定义一种基本模态语言的名为 K 的Hilbert公理系统.可以证

明 K 正是上面提到的这种基本系统，它实际上是用于就框架推理的“最

小”（或“最弱”）的系统，而更强的系统可以通过添加额外的公理而得到.

定定定义义义12.13. K-证明是一个无穷的公式序列，其中任何一个公式或者是公理，

或者是由序列中排在前面的一个或多个公式通过采用一条或多条规则得到.

K-系统的公理包括以下三部分：

• (TAUT) 所有的重言式;
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• (K) ◻(p→ q)→ (◻p→ ◻q);

• (Dual) ◇p↔ ¬ ◻ ¬p.

K-系统的规则包括：

• (Modus Ponens, MP)
φ→ ψ, φ

ψ
;

• (Uniform substitution, US)
φ

θ

其中 θ 为把 φ 中的命题符一致地替换为任意的公式后得到的公式;

• (Generalization, N)
φ

◻φ
.

如果一个公式 φ 出现为某个K-证明的最后一个公式，那么我们就说 φ 是K-

可证的，并记作 ⊢K φ.

K-系统在如下意义下是最小模态Hilbert系统：很容易证明K-系统的公理均

是有效的，而且K-系统的三条规则保持有效性，因此所有的K-可证的公式均是

有效的.即K-系统对于所有的框架构成的类是可靠的（sound）.并且可以证明反

过来也是正确的：如果一个基本模态公式是有效的，那么它就是K-可证的.也

就是说对于所有的框架构成的类是完全的（complete）.简而言之，K-系统恰好

产生所有的基本模态逻辑有效公式.

定定定理理理12.14. K-系统对于所有的框架是可靠且完全的.

例例例12.9. 公式 (◻p ∧ ◻q) → ◻(p ∧ q) 对于任何框架均是有效的，因而它应该

是K-可证的.下面证明过程说明事实上的确如此：

1. ⊢ p→ (q → (p ∧ q)) TAUT

2. ⊢ ◻(p→ (q → (p ∧ q))) N:1

3. ⊢ ◻(p→ q)→ (◻p→ ◻q) K

4. ⊢ (p→ (q → (p ∧ q)))→ (◻p→ ◻(q → (p ∧ q))) US:3

5. ⊢ ◻p→ ◻(q → (p ∧ q)) MP:2,4
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6. ⊢ ◻(q → (p ∧ q))→ (◻q → ◻(p ∧ q)) US:3

7. ⊢ ◻p→ (◻q → ◻(p ∧ q)) PL:5,6

8. ⊢ (◻p ∧ ◻q)→ ◻(p ∧ q) PL:7

注意，在上述证明过程中 6 ⇒ 7 以及 7 ⇒ 8 其实是省略了多次使用

的 TAUT 或 MP的中间步骤.因为这些步骤其实仅与命题逻辑有关，且比较显

而易见，故可省略而采用如上的简洁书写方式.

事实上，K-系统经常显得太弱.如果我们对传递框架感兴趣，并且需要一个

反应这个特征的证明系统，比如我们知道 ◇◇ p → ◇p 对于所有的传递框架有

效，并需要一个能生成这个公式的证明系统.K-系统显然不能实现这个目的，

因为 ◇◇ p → ◇p 并不是对于所有的框架均有效. 但是我们可以为K系统添加

额外的公理来应对如上特殊的框架带来的约束.比如我们可以为K系统添加公

理 ◇◇p→◇p，从而获得一个叫做 K4的Hilbert系统.可以证明 K4对于所有

的传递框架是可靠和完全的（即恰好生成所有的在传递框架上有效的公式）,并

且可以证明对于任意公式集 Σ 以及公式 φ：

Σ ⊢K4 φ iff Σ ⊩Tran φ,

其中 Σ ⊢K4 φ (即 φ 是 K4 下Σ的一个局部语法后承（local syntactic conse-

quence）) 当且仅当存在 Σ的一个有穷子集 {σ1, ..., σn} 使得 ⊢K4 σ1 ∧⋯∧σn →

φ. 而⊩Tran 表示传递框架上的局部语义后承. 简而言之，我们把传递框架上的

局部语义后承关系化归到 K4 上的可证明性.

更一般地，可以把基本模态逻辑的任意公式集 Γ 作为新的公理加入到K系

统中,从而构成公理系统KΓ,很多情况下都可以得到类似的框架有效性结论.所有

这类公理系统各自能生成的公式集都可以被纳入到正规模态逻辑的概念下.

定定定义义义12.15. 一个正规模态逻辑 Λ 是如下一个公式集：

(i) 包含所有的重言式、以及 ◻(p→ q)→ (◻p→ ◻q) 和 ◇p↔ ¬ ◻ ¬p；

(ii) 对规则MP，，，US 和N 封闭.

我们把最小的一个正规模态逻辑叫做K.
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上述定义直接抽象于模态Hilbert系统的潜在思想.它抛弃所有的关于证明顺

序的讨论并专注于真正本质性的部分：存在公理，并且对证明规则封闭.可以证

明对于任意框架类 F, 所有在其上有效的公式构成的集合 ΛF 是一个正规模态逻

辑.也就是说正规模态逻辑的概念也能很好地对应到语义层面.

12.5 从从从模模模态态态逻逻逻辑辑辑到到到一一一阶阶阶逻逻逻辑辑辑

为了说明（本讲开头提到的）模态逻辑并不是一个孤立的形式化系统，我们可

以在模态逻辑和一阶逻辑之间架起一座桥梁.为获得简洁的表述，我们把关注点

放在基本模态逻辑.

定定定义义义12.16. 对于一个命题符的集合 Φ, L1(Φ) 为如下带等词的一阶语言：

(i) 具有一元谓词 P0, P1, P2, ... 分别对应于 Φ 中的命题符 p0, p1, p2, ...；

(ii) 具有一个二元关系 R，对应于模态算子 ◇.

进而可以定义一种从基本模态语言到一阶语言的标准翻译（Standard

Translation）.

定定定义义义12.17. 令 x 为一阶逻辑的变元.把基本模态语言公式对应到 L1(Φ) 中的

一阶语言公式的标准翻译 STx 归纳地定义如下：

• STx(p) = Px;

• STx(�) = x ≠ x;

• STx(¬ϕ) = ¬STx(ϕ);

• STx(ϕ ∨ ψ) = STx(ϕ) ∨ STx(ψ);

• STx(◇ϕ) = ∃y(Rxy ∧ STy(ϕ)).

其中 y 是新变元.

例例例12.10. ◻φ 和 ◇(◻p→ q) 的标准翻译分别如下：

(1) STx(◻φ) = STx(¬◇ ¬φ) = ¬∃y(Rxy ∧ STy(¬φ)) = ∀y(Rxy → STy(φ));

(2) STx(◇(◻p→ q)) = ∃y1(Rxy1 ∧ STy1(◻p→ q))
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= ∃y1(Rxy1 ∧ (STy1(◻p)→ STy1(q)))

= ∃y1(Rxy1 ∧ (∀y2(Ry1y2 → STy2(p))→ Qy1))

= ∃y1(Rxy1 ∧ (∀y2(Ry1y2 → Py2)→ Qy1))

标准翻译的合理性显而易见：它实质上把模态满足的定义用一阶语言重新

描述.对于任何基本模态语言公式 φ，STx(φ) 将包含恰好一个自由变元 x, 其作

用实际上是用于标注当前状态.如此一个自由变元使得一阶逻辑的全局观念能够

模拟模态满足的局部观念.模态词被翻译为受限的量词，即该量词被限制为仅作

用于相关的状态，这显然是一种用一阶逻辑模拟模态词的局部作用的方法. 此

外，基于 Φ 的基本模态语言的模型也可以被看作 L1(Φ) 的模型. L1(Φ) 有一个

二元关系符 R 以及对应于 Φ 中的每个命题符均有一个一元谓词– 一个一阶逻

辑模型必须为上述符号提供解释. 模态语言的模型 M = (W,R,L) 恰好满足上

述需求：模型中的二元关系 R 可以用于解释关系符 R，集合 L(pi) 可用于解释

一元谓词 Pi. 可见模态语言和一阶语言的模型都是关系结构，它们并没有数学

上的区别.因此，我们完全可以用 M ⊧ STx(φ)[w] 来表示当 w 被赋值给自由变

元 x 时，一阶语言公式 STx(φ) 在模型 M 被满足.

定定定理理理12.18. 若 φ 是一个基本模态语言公式，M 是一个任意的模型，w 是其上

的一个任意状态，那么

(i) M,w ⊩ φ 当且仅当 M ⊧ STx(φ)[w] ；

(ii) ∀w ∶M,w ⊩ φ 当且仅当 M ⊧ ∀xSTx(φ).

证明: 可通过对 φ 的结构进行归纳证明.具体过程留作习题.

上次结论说明，当在模型层次进行解释时，基本模态语言公式等价于具有一

个自由变元的一阶语言公式.实际上此结论不仅限于基本模态逻辑，对于更一般

的模态逻辑（如包含多个模态词、不仅限于一元模态词、等等）也可类似地定

义标准翻译，并且得到如上的等价关系. 模态逻辑与一阶逻辑之间的这种桥梁

使这两种逻辑可以互通一些重要结论、观点和证明技巧.例如由一阶逻辑的紧性

定理可以比较方便地得到模态逻辑的紧性定理；由模态逻辑可判定的结论可以

定位一阶逻辑的可判定性片段.
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第第第十十十二二二讲讲讲习习习题题题

1. 若 ◇ϕ 解释为‘ϕ 是被允许的’，那么 ◻ϕ 应该如何理解？试列出在上述解

释下看似合理的公式，是否 Löb 公式 ◻(◻p→ p)→ ◻p 在其中？为什么？

2. 证明任何具有命题重言式的形式的公式均是有效的.

并证明 ◻(p→ q)→ (◻p→ ◻q) 是有效的.

3. 通过构造相应的框架 F = (W,R) 证明下列的任意公式均不是有效的.

(a) ◻�,

(b) ◇p→ ◻p,

(c) p→ ◻◇ p,

(d) ◇◻ p→ ◻◇ p.

并分别为上述每个公式找出一个框架的非空类，使公式在其上有效.

4. 考虑如下一个用于描述一个交通灯的 Kripke 模型，其中命题符包

括：r(红), y(黄), g(绿), b(黑). 请为下列公式分别找出所有满足状态.

4

{ r }

{ y }

{ g }

{ b }

1 2 3

(a) ∀◇ y (b) ∀ ◻ y (c) ∀ ◻ ∀◇ y

(d) ∀◇ g (e) ∃◇ g (f) ∃ ◻ g

(g) ∃ ◻ ¬g (h) ∀(b U¬b) (i) ∀(b U¬b)

(j) ∀(¬b U∃◇ b) (k) ∀(g U∀(y Ur)) (l) ∀(¬b U b)

5. 下面哪些论断是正确的？请提供证明或者反例.

(a) 如果 s ⊧ ∃ ◻ a, 那么 s ⊧ ∀ ◻ a;
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(b) 如果 s ⊧ ∀ ◻ a, 那么 s ⊧ ∃ ◻ a;

(c) 如果 s ⊧ ∀◇ a ∨ ∀◇ b, 那么 s ⊧ ∀◇ (a ∨ b);

(d) 如果 s ⊧ ∀◇ (a ∨ b), 那么 s ⊧ ∀◇ a ∨ ∀◇ b.

6. 分别给出 (◻p ∧◇q)→◇(p ∧ q) 以及 ◇(p ∨ q)↔ (◇p ∨◇q) 的 K-证明.

7. 公理系统 S4是通过在 K4中添加公理 p→◇p而得到.证明 ⊬S4 p→ ◻◇p;

即证明 S4不能证明这个公式.（提示：可找出一个合适的框架类使得S4是

可靠的）.如果我们把这个公式作为公理添加进 S4，那么我们就获得了系

统 S5，试给出 ◇◻ p→ ◻p 的S5-证明.

8. 证明定理12.18.

9. 给出下列基本模态语言公式的标准翻译.

(a) p→◇p;

(b) p→ ◻◇ p;

(c) ◇◻ p→ ◻p;

(d) (◻p ∧◇q)→◇(p ∧ q).
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